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บทที ่1 

บทน ำ 

 

1.1 ทีม่ำและควำมส ำคญัของปัญหำ 

 การคิดคน้ทฤษฎีเพื่อไดอ้งคค์วามรู้ใหม่ ๆ นั้นนบัวา่มีประโยชน์เป็นอยา่งมากต่อทางวิชาการ 
และการพฒันาประเทศและเป็นส่ิงท่ียอมรับกนัวา่ทฤษฎีและองคค์วามรู้ใหม่ๆ ท่ีเกิดจากการวิจยันั้น  
มีประโยชน์อยา่งมากในการพฒันาความรู้เชิงวชิาการในสาขานั้นๆ อีกทั้งยงัสามารถน าไปประยุกต์
ในสาขาอ่ืนๆดว้ย ส าหรับการประยุกตใ์นสาขาคณิตศาสตร์เองนั้นไดถู้กน าไปเป็นพื้นฐานส าคญัใน
การพฒันาทางวิทยาศาสตร์พื้นฐาน (Basic  science) อนัถือเป็นพื้นฐานในการพฒันาประเทศชาติ
อยา่งย ัง่ยนืต่อไป   
            เน่ืองด้วยคณิตศาสตร์เป็นศาสตร์ท่ีมุ่งถ่ายทอดความรู้เชิงวิทยาศาสตร์ผสมผสานกับ
กระบวนการคิดเชิงตรรกและเชิงวิเคราะห์ การศึกษาวิชาคณิตศาสตร์แขนงทอพอโลยี(Topology) 
เร่ืองเซตเปิดและเซตปิด (open sets or closed sets) ถูกหยิบยกข้ึนมาศึกษาอยู่เสมอ โดยเฉพาะเซต
เปิดและเซตปิดแบบต่างๆ เช่น ในปี ค.ศ.2001 นาคาโอกะ และโอดะ ( Nakaoka and Oda ) ศึกษา
เซตเปิดเล็กสุด ( minimal open sets ) ในปี ค.ศ. 2011 เบนชาลไล ไอทานากิ และวาไล (Benchalli,   

Ittanagi and  Wali ) เป็นผูม้าสร้างปริภูมิใหม่จากเซตเปิดเล็กสุด อีกทั้งศึกษาฟังก์ชนัท่ีเก่ียวของกบั
เซตเปิดเล็กสุด ซ่ึงต่อมาในปี ค.ศ. 2017 มูคาร์ยี (Mukharjee) เป็นคนพฒันาและประยุกต์ เซตเปิด
เล็กสุด ดว้ยการสร้างสัจพจน์การแยก ปี ค.ศ. 2013 เลลลิส ไธวาการ์ และคาร์เมล 

ริชาร์ด (Lellis Thivagar and Carmel Richard ) เป็นผูน้ าเสนอเซตเปิดนาโน (nano open sets ) ใน
ปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน ซ่ึงเป็นการศึกษาสมบติัพื้นฐานของเซตเปิดนาโนและบางฟังกช์นัท่ี
เก่ียวขอ้ง                 

           ผูว้ิจยัจึงใชแ้นวคิดดงักล่าวในการนิยามและศึกษาเซตเปิดแบบต่างๆ ในปริภูมิเชิงทอพอโลยี
และในปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน อีกทั้งศึกษาสมบติัพื้นฐานท่ีเก่ียวขอ้งกบัเซตเปิดดงักล่าว  ในการ
เสนองานวจิยัเร่ืองเซตเปิดเล็กสุด ในปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน  ประโยชน์ท่ีจะไดรั้บจากงานวจิยัน้ี
คือได้สมบติัต่างๆของเซตเปิดเล็กสุด อนัประกอบดว้ยบทนิยาม ตวัอย่าง ทฤษฎีบท  อนัเป็นองค์
ความรู้ใหม่ทางด้านสาขาวิชาคณิตศาสตร์เพื่อน าไปสู่การตีพิมพ์เผยแพร่วารสารระดบัชาติและ
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นานาชาติ  เป็นแนวทางให้ผูส้นใจงานวจิยัทางดา้นวจิยัพื้นฐาน การท างานวิจยัเพื่อต่อยอด และเพื่อ
เป็นพื้นฐานในการประยกุตใ์ชใ้นดา้นคณิตศาสตร์หรือศาสตร์อ่ืนท่ีเก่ียวขอ้งต่อไป  

 

1.2     วตัถุประสงค์ 

           ส าหรับงานวจิยัในคร้ังน้ีมีวตัถุประสงคเ์พื่อ 

1.2.1 สร้างบทนิยามของเซตเปิดเล็กสุดนาโนและเซตเปิดใหญ่สุดนาโนในปริภูมิเชิงทอ
พอโลยนีาโน 

1.2.2 คิดคน้ทฤษฎีและองคค์วามรู้ใหม่ เก่ียวกบัสมบติัเซตเปิดเล็กสุดนาโนและเซตเปิดใหญ่
สุดนาโน เป็นการขยายแนวคิดจากงานของ เลลลิส ไธวาการ์ และคาร์เมล ริชาร์ด 

 

1.3    ประโยชน์ทีค่ำดว่ำจะได้รับ 

ผลการวิจยัท าให้เกิดประโยชน์ดา้นวิชาการ เน่ืองจากการวิจยัในคร้ังน้ีมุ่งเน้นการสร้างองค์
ความรู้ใหม่ เก่ียวกบัสมบติัเซตเปิดเล็กสุดนาโนและเซตเปิดใหญ่สุดนาโน 

 

1.4    ขอบเขตของกำรวจิัย 

          1.4.1 ขอ้มูลส าหรับการศึกษาก าหนดเป็นเอกสาร ต ารา ผลงานวิจยัและวารสาร ท่ีเก่ียวขอ้งกบั
ทอพอโลยทีัว่ไป (general topology)  
 1.4.2 แหล่งข้อมูลจากห้องสมุดคณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยในประเทศไทยและ
อินเทอร์เน็ต ซ่ึงเก็บรวบรวมดว้ยตนเอง    
          1.4.3 ขอบเขตระยะเวลาท่ีศึกษา ตลอดปีการศึกษา 2565  

 

1.5    นิยำมศัพท์ทีเ่กีย่วข้อง 

           ศพัทท่ี์เก่ียวขอ้งในงานวจิยัน้ีใชต้ามรูปแบบของ Lellis Thivaga and Carmel Richard 

ท่ีตีพิมพใ์นวารสาร Mathematical theory and modeling  ปีท่ี3 เล่มท่ี7 ปีค.ศ. 2013 หนา้ 32-37 

  ทอพอโลยีนาโน หมายถึง เซตของเซตยอ่ยเอกภพสัมพทัธ์ U   ท่ีมีสมบติัปิดภายใตผ้ล
ตดัแบบจ ากดั  มีสมบติัปิดภายใตผ้ลผนวกแบบใดๆ และ ,U   เป็นสมาชิกของทอพอโลยีนาโน
และเรียกสมาชิกของทอพอโลยนีาโนวา่ เซตเปิดนาโน  
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เซตเปิดเล็กสุดนาโน หมายถึง เซตซ่ึงเป็นสมาชิกของทอพอโลยีนาโนท่ีสมาชิกดงักล่าวหรือ
เซตวา่งเท่านั้นท่ีเป็นเซตยอ่ยของเซตนั้น 

เซตเปิดใหญ่สุดนาโน หมายถึง เซตซ่ึงเป็นสมาชิกของทอพอโลยนีาโนท่ีสมาชิกดงักล่าวหรือ
เอกภพสัมพทัธ์ เท่านั้นท่ีเป็นเซตยอ่ยของเซตนั้น 

 

1.6   กรอบแนวคดิในกำรท ำวจิัย 

  การศึกษาเก่ียวกบัสมบติับางประการของเซตเปิดเล็กสุดนาโนและเซตเปิดใหญ่สุดนาโน
ผูว้จิยัก าหนดสัญลกัษณ์ท่ีเก่ียวขอ้งดงัน้ี 

  ( )
R

X  แทน ทอพอโลยนีาโน 

  ( , ( ))
R

U X  แทน ปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน 

           ( )NO U  แทนเซตของเซตเปิดนาโนในปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน 

           ( )N x  แทนเซตของยา่นใกลเ้คียงนาโนของ x  

  int( )N A  แทนจุดภายในนาโนของเซต A  

  ( )Ncl A  แทนส่วนปิดคลุมนาโนของเซต A  

          ( )
i

m NO U  แทนเซตของเซตเปิดเล็กสุดนาโนในปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน 

          ( )
a

M NO U  แทนเซตของเซตเปิดใหญ่สุดนาโนในปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน 

          ( )
i

m NC U  แทนเซตของเซตปิดเล็กสุดนาโนในปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน 

          ( )
a

M NC U  แทนเซตของเซตปิดใหญ่สุดนาโนในปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน 

           ส าหรับการศึกษาในคร้ังน้ีผูว้ิจยัก าหนดบทนิยามของเซตเปิด(ปิด)เล็กสุดนาโนและเซตเปิด
(ปิด)ใหญ่สุดนาโน ตวัอยา่งประกอบและ คิดคน้ทฤษฎีเก่ียวขอ้งดว้ยกรอบแนวคิดของการวจิยัดงั
ภาพท่ีต่อไปน้ี  

             

defind to build

 open sets

nano open sets
minimal nano open(closed)  sets examples

maximal nano open(closed)  sets theorems
minimal open sets

maximal open sets



   





 

ภำพที ่1.1 กรอบแนวคิดในการวจิยั 
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บทที ่2 

ทฤษฎแีละงานวจิยัที่เกีย่วข้อง 

 

 บทน้ีผูว้ิจยัน ำเสนอทฤษฎีและงำนวิจยัท่ีเก่ียวขอ้งกบัสมบติักำรประกำรของเซตเปิดเล็กสุด
นำโนและเซตเปิดใหญ่สุดนำโน 

 

2.1 ทฤษฎทีีเ่กีย่วข้อง  
          ในหวัขอ้2.1.1และ2.1.2เป็นกำรน ำเสนอควำมรู้เก่ียวกบัปริภูมิเชิงทอพอโลยนีำโน
ผูศึ้กษำคนแรกในปี ค.ศ. 2013  คือ เลลลิส ไธวำกำร์ และคำร์เมล ริชำร์ด ( Lellis Thivagar and 

Carmel Richard, งำนวจิยัเร่ือง On nano continuity ) 
  2.1.1  ปริภูมิการประมาณค่า 
   2.1.1.1 ความหมายของปริภูมิการประมาณค่า 
   ส ำหรับ U  เป็นเซตจ ำกัดของอ๊อบเจกต์ท่ีไม่เป็นเซตว่ำง (non-empty finite set of 

object) เรียกวำ่เอกภพสัมพทัธ์ (universe) R  ควำมสัมพนัธ์สมมูลบน U  ซ่ึง ควำมสัมพนัธ์น้ีจะไม่
ก ำหนดไวใ้ห้เห็น (indiscernibility relation) และเรียกคู่อนัดับ ( , )X U ว่ำปริภูมิการประมาณค่า 
(approximation space) ส ำหรับ ,  X U x U   สัญญลักษณ์ ( )R x หมำยถึง ชั้ นสมมูลของ x

ภำยใตค้วำมสัมพนัธ์ R  

      (1) ค่ำประมำณล่ำง (lower approximation)ของ X เทียบกบั R  หมำยถึง 

                  ( ) { ( ) | ( ) }R

x U

L X R x R x X


   

            (2)  ค่ำประมำณบน (upper approximation)ของ X เทียบกบั R  หมำยถึง 

                  ( ) { ( ) | ( ) }R

x U

U X R x R x X 


    

             (3) บริเวณขอบ (boundary region)ของ X เทียบกบั R  หมำยถึง 

                  ( ) ( ) ( )
R R R

B X U X L X   

                     2.1.1.2 สมบัติพืน้ฐานของปริภูมิการประมาณค่า 
               ส ำหรับปริภูมิกำรประมำณค่ำ ( , )X U ท่ี ,X Y U จะไดว้ำ่ขอ้ต่อไปน้ี 

                           (1) ( ) ( )
R R

L X X U X   

                     (2) ( ) ( )
R R

L U     

                    

(3) ( ) ( )
R R

L U U U U   
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                            (4) ( ) ( ) ( )
R R R

U X Y U X U Y    

                            (5) ( ) ( ) ( )
R R R

U X Y U X U Y    

                   (6) ( ) ( ) ( )
R R R

L X Y L X L Y    

                             (7) ( ) ( ) ( )
R R R

L X Y L X L Y    

                             (8) ถำ้ X Y แลว้ ( ) ( )
R R

L X L Y  และ ( ) ( )
R R

U X U Y  

                            (9) ( ) ( )
R R

U U X U L X    และ ( ) ( )
R R

L U X U U X    

                             (10) ( ( )) ( ( )) ( )
R R R R R

U U X L U X U X   

                            (11) ( ( )) ( ( )) ( )
R R R R R

L L X U L X L X   

 

               2.1.2   ปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน 

                  2.1.2.1  ความหมายของปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน 

                 ก ำหนดเอกภพสัมพทัธ์ U  และเป็น R  ควำมสัมพนัธ์สมมูลบน U เม่ือ 
,  X U x U   เช่นเดียวกบัหวัขอ้2.1.1  ซ่ึง ( ) { , , ( ), ( ), ( )}

R R R R
X U L X U X B X   เป็นทอ

พอโลยบีนU เทียบกบั X  และเรียก ( )
R

X   วำ่ทอพอโลยนีาโน และเรียก ( , ( ))
R

U X  วำ่ปริภูมิ
เชิงทอพอโลยนีาโน   ส ำหรับ ( )

R
A X เรียก A  วำ่เซตเปิดนาโนใน U  และเรียกสมำชิกใน 

[ ( )]c

R
X วำ่เซตปิดนาโนใน U นัน่คือ คอมพลิเมนตข์องเซตเปิดนำโน A ( หรือ X A หรือ c

A ) 
เป็นเซตปิดนำโน 

                         ต่อไปเรำจะใหค้วำมหมำยของยำ่นใกลเ้คียงนำโน จุดภำยในนำโนและส่วนปิดคลุม
นำโนในปริภูมิเชิงทอพอโลยีนำโน ( , ( ))

R
U X  

                         (1) ส ำหรับ W U เรำเรียกU วำ่ย่านใกล้เคียงนาโน (nano neigbourhood) ของเซต
ย่อย A ในU ถ้ำมี เซตเปิดนำโน  G U ท่ี A G W  เม่ือ { }A x เรำกล่ำวว่ำW เป็นย่ำน
ใกลเ้คียงนำโนของ x และเซตของยำ่นใกลเ้คียงนำโนของ x เขียนแทนดว้ย ( )N x  

                        (2) ส ำหรับ A U และ x X เรำเรียก x ว่ำจุดภายในนาโน ( nano interior point ) 

ของเซต A  ถ้ำมีเซตเปิดนำโน G U ท่ีบรรจุ x  ซ่ึง x G A   เขียนเซตของจุดภำยในนำโน
ทั้งหมดของ A  ดว้ยสัญลกัษณ์ in ( )N t A   
     ดงันั้น in ( )x N t A  แสดงวำ่ ( )A N x  นัน่คือ in ( ) { | ( )}N t A x U A N x    

                        (3) ส ำหรับ  A U ส่วนปิดคลุมนาโน  ( nano closure ) ของ A เขียนแทนด้วย
( )Ncl A หมำยถึง   ( ) { | ,  ( )}Ncl A x U W A W N x        

                      2.1.2.2 สมบัติพืน้ฐานของเซตของจุดภายในนาโนและส่วนปิดคลุมนาโน 

เม่ือก ำหนดให ้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยนีำโน และ ,A B U  จะไดว้ำ่ 
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    (1) in ( )N t A A   

    (2) in ( )N t A  คือเซตเปิดนำโนก็ต่อเม่ือ in ( )A N t A  

    (3) in ( )N t A  คือเซตเปิดนำโนท่ีใหญ่ท่ีสุด (largest) ท่ีเป็นเซตยอ่ยของ A 

    (4) in ( ) { | ( ),   }N t A G X G NO U G A     

    (5) in ( int( )) int( )N t N A N A   

    (6) ( )A Ncl A  

    (7) A เป็นเซตปิดนำโน ก็ต่อเม่ือ ( )A Ncl A   
    (8) ( )Ncl A  เป็นเซตปิดนำโนท่ีเล็กท่ีสุด (smallest) ท่ีบรรจุ A 

    (9) ( ) { | ( ),   }Ncl A F X F NC U A F     

    (10) ( ( )) ( )Ncl Ncl A Ncl A  

    (11) ถำ้ A B แลว้ int( ) int( )N A N B และ ( ) ( )Ncl A Ncl B  

    (12) int( ) int( ) int( )N A N B N A B     
        และ  ( ) ( ) ( )Ncl A B Ncl A Ncl B    

    (13) int( ) int( ) int( )N A N B N A B    

       และ  ( ) ( ) ( )Ncl A B Ncl A Ncl B     

    (14) int( ) ( )U N A Ncl U A   และ int( ) ( )N U A U Ncl A    

 

 2.1.3  ความหมายของเซตเปิดเลก็สุดนาโน เซตเปิดใหญ่สุดนาโน เซตปิดเลก็สุดนาโนและเซตปิด
ใหญ่สุดนาโน 

           ส ำหรับหวัขอ้ยอ่ยน้ีจะอำ้งอิงถึงบทควำมของเลลลิส ธิวำกำร์ คำวธิ และอีแวนเจลไลน์ คริสติ
นำ (Lellis Thivagar, M., Kavith, J., and Evangeline Kristina Lily,D ) ในปีค.ศ.2021 

          ก ำหนดให ้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยนีำโนและ , , , ,A H G E F เป็นเซตยอ่ยแทท่ี้
ไม่เป็นเซตวำ่งของ U  

           (1) จะเรียก A  ว่ำเซตเปิดเล็กสุดนาโน  (minimal nano open set) ถำ้เซตเปิดนำโนท่ีถูกบรรจุ
ใน A คือ  หรือ A  เท่ำนั้น เรำเขียนแทนเซตของเซตเปิดเล็กสุดนำโนใน U ดว้ย ( )

i
m NO U  

นัน่คือ ( )
i

A m NO U  ก็ต่อเม่ือ ส ำหรับส ำหรับทุกๆ ( )H NO U ท่ี H A จะไดว้ำ่ H  หรือ 
H A  

           (2) จะเรียก A  วำ่เซตเปิดใหญ่สุดนาโน  (maximal nano open set) ถำ้เซตเปิดนำโนท่ีบรรจุ A

คือ U หรือ A  เท่ำนั้น เซตของเซตเปิดโหญ่สุดนำโนใน U เขียนแทนดว้ย ( )
a

M NO U  
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นัน่คือ ( )
a

A M NO U  ก็ต่อเม่ือ ส ำหรับส ำหรับทุกๆ ( )G NO U ท่ี A G จะไดว้ำ่G U

หรือ G A  

          (3) จะกล่ำววำ่ F เป็นเซตปิดใหญ่สุดนาโน (nano maximal closed set) ก็ต่อเม่ือ เซตปิดนำโน
ใดๆท่ีบรรจุ F คือ U หรือ F  นัน่คือ ถำ้ E เป็นเซตปิดนำโนซ่ึง F E แลว้ E U หรือ E F  
เขียนแทนเซตของเซตปิดเล็กสุดนำโนใน U ดว้ย ( )

i
m NC U  

         (4) จะกล่ำววำ่ F เป็นเซตปิดเลก็สุดนาโน (nano minimal closed set) ก็ต่อเม่ือ เซตปิดนำโน
ใดๆท่ีถูกบรรจุใน F คือ F หรือ  นัน่คือ ถำ้ E เป็นเซตปิดนำโนซ่ึง E F แลว้ F E หรือ
E    เซตของเซตปิดโหญ่สุดนำโนใน U เขียนแทนดว้ย ( )

a
M NC U  

 

ตัวอย่าง 2.1 [6]  ให ้ { , , , }U p q r s ซ่ึง / {{ },{ },{ , }}
R

U p q r s  และ { , }X p r U  จะไดว้ำ่
ทอพอโลยนีำโน ( ) { ,{ },{ , },{ , , }, }

R
X p r s p r s U    จงหำ เซตเปิดเล็กสุดนำโน เซตเปิดใหญ่

สุดนำโน เซตปิดเล็กสุดนำโน และ เซตปิดใหญ่สุดนำโน 

วธีิท า เน่ืองจำกเซตเปิดนำโนท่ีไม่ใช่เซตวำ่งไดแ้ก่ { },  { , },{ , , }p r s p r s และU  

พิจำรณำ { }p  

เพรำะวำ่เซตเปิดนำโนท่ีเป็นเซตยอ่ยของ { }p มีเพียง { }p และ  เท่ำนั้น ท ำให ้{ } ( )
i

p m NO U  

พิจำรณำ { , }r s  

เพรำะวำ่เซตเปิดนำโนท่ีเป็นเซตยอ่ยของ { , }r s มีเพียง { , }r s และ  เท่ำนั้น ท ำให ้
{ , } ( )

i
r s m NO U  

พิจำรณำ { , , }p r s  

เพรำะวำ่เซตเปิดนำโนท่ีเป็นเซตยอ่ยของ { , , }p r s ไดแ้ก่ { },p { , }r s ,{ , , }p r s และ  โดยท่ี 
{ } { , , }p p r s  ท ำให ้{ , , } ( )

i
p r s m NO U  

ดงันั้นเซตเปิดเล็กสุดนำโนใน U ไดแ้ก่ { },  { , }p r s  

พิจำรณำ { }p  

เพรำะวำ่เซตเปิดนำโนท่ี{ }p เป็นเซตยอ่ยไดแ้ก่ { },{ , , }p p r s และU  ท ำให ้{ } ( )
a

p M NO U  

พิจำรณำ { , }r s  

เพรำะวำ่เซตเปิดนำโนท่ี { , }r s เป็นเซตยอ่ย มี { , },{ , , }r s p r s และU   ท ำให ้
{ , } ( )

a
p r M NO U  

พิจำรณำ { , , }p r s  

เพรำะวำ่เซตเปิดนำโนท่ี { , , }p r s เป็นเซตยอ่ยมีเพียง { , , }p r s และU  ท ำให ้
{ , , } ( )

a
p r s M NO U ดงันั้นเซตเปิดใหญ่สุดนำโนใน U คือ { , , }p r s  
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เน่ืองจำกเซตปิดนำโนท่ีไม่ใช่เซตวำ่งไดแ้ก่ { },  { , },{ , , }q p q q r s และU ด ำเนินกำรในท ำนอง
เดียวกนัจะไดว้ำ่ เซตปิดเล็กสุดนำโนใน U คือ { }q และเซตปิดใหญ่สุดนำโนใน U คือ { , }p q  
และ { , , }q r s  

 

2.2  งานวจิัยทีเ่กีย่วข้อง  
  เบนชำไล ไอธำนำกิ และวไิล  เขียนบทควำมวจิยัเร่ือง On minimal open sets and maps in 

topological spaces งำนท่ีเป็นบทควำมวจิยัท่ีสองของเลลิส ไธวำกำร์ และคำร์เมล ริชำร์ด เร่ือง On 

nano continuity ตำมดว้ยผลงำนวจิยัของ เลลลิส ไธวำกำร์  คำวธิ และอีแวนเจลไลน์ คริสตินำ เร่ือง 
Minimal and Maximal Open  Sets in Nano Topological Spaces โดยเฉพำะเร่ืองท่ีสำมได้
ท ำกำรศึกษำสมบติัต่ำงๆของเซตเปิดเล็กสุดนำโน เซตเปิดใหญ่สุดนำโน เซตปิดเล็กสุดนำโน และ 
เซตปิดใหญ่สุดนำโน ในปีค.ศ.2021 สำมำรถสรุปไดด้งัน้ี 

ทฤษฏีบท 2.2.1 ให ้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยนีำโน และ , ,A B C U  จะไดว้ำ่  
             (1) ถำ้ A  เป็นเซตเปิดเล็กสุดนำโนและ B เป็นเซตเปิดนำโนแลว้ A B   หรือ 
A B   อยำ่งใดอยำ่งหน่ึง 

             (2) ถำ้ A  และ C เป็นเซตเปิดเล็กสุดนำโน แลว้ A C    หรือ A C  

ทฤษฏีบท 2.2.2 ให้ ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยนีำโนและ A ไม่ใช่เซตวำ่งซ่ึงเป็นเซตเปิด
นำโนในU จะไดว้ำ่ขอ้ควำมต่อไปน้ีสมมูลกนั  
             (1) A เป็นเซตเปิดเล็กสุดนำโนใน U  

             (2) ( )A Ncl B   ส ำหรับแต่ละ B A ท่ี B    

             (3) ( ) ( )Ncl A Ncl B   ส ำหรับแต่ละ B A ท่ี B   

ทฤษฏีบท 2.2.3 ให้ ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยนีำโน A เป็นเซตเปิดเล็กสุดนำโนใน U
และG A  ซ่ึง G ไม่ใช่เซตวำ่งในU  ถำ้มียำ่นใกลเ้คียงนำโน W ของ G  ซ่ึง W เป็นเซตเปิดนำ
โนในU และ ( )W Ncl A  แลว้ G B เป็นเซตพรีเปิดนำโน  ส ำหรับทุกๆ B A  ซ่ึง B ไม่ใช่
เซตวำ่ง 

ทฤษฏีบท 2.2.4 ให้ ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยนีำโน A เป็นเซตเปิดเล็กสุดนำโนใน U  

และ G U  ซ่ึง G ไม่ใช่เซตวำ่ง ถำ้มียำ่นใกลเ้คียงนำโน W ของ G ซ่ึง W เป็นเซตเปิดนำโนใน
U และ ( )W Ncl G A   แลว้ G B เป็นเซตพรีเปิดนำโน ส ำหรับทุกๆ B A  ซ่ึง B ไม่ใช่
เซตวำ่ง 

หมายเหตุ จะกล่ำววำ่ A  เป็นเซตพรีเปิดนาโน ( nano pre open set ) ก็ต่อเม่ือ int( ( ))A N Ncl A  
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ทฤษฏีบท 2.2.5 ให ้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยนีำโน และ , ,A B C U  จะไดว้ำ่  
          (1) ถำ้ A  เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนำโนและ B เป็นเซตเปิดนำโนแลว้ A B U  หรือ 
B A   อยำ่งใดอยำ่งหน่ึง 

          (2) ถำ้ A  และ C เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนำโนซ่ึง A C แลว้ A C U   

 

ทฤษฏีบท 2.2.6  ให ้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยนีำโน ถำ้ A เป็นทั้งเซตเปิดใหญ่สุดนำ
โนและเซตปิดเล็กสุดนำโน B เป็นเซตเปิดนำโนและ F เป็นเซตปิดนำโนในU แลว้ขอ้ต่อไปน้ีเป็น
จริง 

            (1) B A F   

            (2) A B และ A F    

            (3) A B U  และ A F  

            (4) A B U  และ A F    
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บทที ่3 

วธีิด ำเนินงำนวจิยั 

 

 การวิจยัน้ีเราศึกษาเก่ียวกบัศึกษาสมบติัเพิ่มเติมบางประการของเซตปิดเล็กสุดนาโน เซตปิด
ใหญ่สุดนาโน เซตเปิดเล็กสุดนาโน  และเซตเปิดใหญ่สุดนาโนตามแนวคิดของ เบนชาลไล, ไอทา
นากิ และวาไล ท่ีกล่าวถึงเซตเปิดเล็กสุด และการส่งในปริภูมิทอพอโลย ี รวมทั้งศึกษาบทความวจิยั
ของเลลลิส ไธวาการ์, คาวิธ และอีแวนเกไลน์ คริสตินา  โดยผูว้ิจยัมีระเบียบวิธีด าเนินการวิจยัตาม
หวัขอ้ไดแ้ก่ การศึกษาความรู้พื้นฐานพร้อมทั้งก าหนดสัญลกัษณ์และขอ้ตกลงเบ้ืองตน้ศึกษาเซตเปิด
เล็กสุดและเซตเปิดใหญ่สุดในปริภูมิทอพอโลยี  ศึกษาปริภูมิทอพอโลยีนาโน  สร้างบทนิยามเซต
เปิดใหญ่สุดนาโน เซตเปิดเล็กสุดนาโน เซตปิดเล็กสุดนาโน และเซตปิดใหญ่สุดนาโนในปริภูมิทอ
พอโลยีนาโน พร้อมทั้งตวัอย่างของเซตดงักล่าว  ศึกษาความสัมพนัธ์ของเซตต่างๆท่ีกล่าวขา้งตน้
และหวัขอ้สุดทา้ยเป็นการสรุปผลการวจิยั 

 

3.1 กำรศึกษำควำมรู้พืน้ฐำนและกำรก ำหนดสัญลกัษณ์ทีเ่กีย่วข้อง 

            การวจิยัน้ีใชค้วามรู้เก่ียวกบัเร่ือง สมบติัของเซต เซตเปิด ยา่นใกลเ้คียง เซตปิด ปริภูมิทอ 

พอโลย ีซ่ึงศึกษาจากต าราทอพอโลย ี ส าหรับเซตเปิดเล็กสุดในปริภูมิทอพอโลย ี ศึกษาจาก 

เอกสารอา้งอิงในบรรณานุกรมอนัเป็นบทความวจิยัของ Benchalli, S.S., Ittanagi, M., and Wali, R. 

S. ช่ือ On minimal open sets and maps in topological spaces ในวารสาร Journal of computer 

and mathematical sciences. ปีท่ี2 เล่มท่ี2 ปีค.ศ. 2011 หนา้170-398.  ส าหรับปริภูมิทอพอโลยนีาโน
ศึกษาจากเอกสารอา้งอิงในบรรณานุกรมซ่ึงเป็นบทความวิจยัของ Lellis Thivagar, M., and Carmel 

Richard. (2013)ช่ือ On nano continuityในวารสารMathematical theory and modeling ปีท่ี 3เล่มท่ี 

7 ปีค.ศ. 2013 หนา้ 32-37 

             การก าหนดสัญลกัษณ์ท่ีเก่ียวขอ้งส าหรับเอกสารงานวจิยั 

              A B แทน เซต A เป็นเซตยอ่ยของเซต B  

              A B แทน  เซต A เป็นเซตยอ่ยแทข้องเซต B  

                A B แทน ผลผนวกของเซต A กบัเซต B  

                A B แทน ผลตดัของเซต A กบัเซต B  

                A B แทน ผลต่างของเซต A กบัเซต B  

                 ,  c
U A A แทน คอมพลีเมนตข์องเซต A เม่ือU เป็นเอกภพสัมพทัธ์ 
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                 แทน ทอพอโลยี 
  ( , )X   แทน ปริภูมิเชิงทอพอโลยี 
           ( , )O X   แทนเซตของเซตเปิดในปริภูมิเชิงทอพอโลยี ( , )X   

           ( , )C X   แทนเซตของเซตปิดในปริภูมิเชิงทอพอโลยี ( , )X   

           ( )x  แทนเซตของยา่นใกลเ้คียงของ x  

  int( )A  แทนจุดภายในของเซต A  

  ( )cl A  แทนส่วนปิดคลุมนาโนของเซต A  

           ( )
i

m NO U  แทนเซตของเซตเปิดเล็กสุดนาโนในปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน 

           ( )
a

M NO U  แทนเซตของเซตเปิดใหญ่สุดนาโนในปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน 

           ( )
R

X  แทน ทอพอโลยนีาโน 

  ( , ( ))
R

U X  แทน ปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน 

           ( )NO U  แทนเซตของเซตเปิดนาโนในปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน 

           ( )NC U  แทนเซตของเซตปิดนาโนในปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน 

           ( )N x  แทนเซตของยา่นใกลเ้คียงนาโนของ x  

  int( )N A  แทนจุดภายในนาโนของเซต A  

  ( )Ncl A  แทนส่วนปิดคลุมนาโนของเซต A  

           ( )
i

m NC U  แทนเซตของเซตปิดเล็กสุดนาโนในปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน 

           ( )
a

M NC U  แทนเซตของเซตปิดใหญ่สุดนาโนในปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน 

 

3.2  บทนิยำมเซตเปิด(ปิด)เลก็สุดนาโน และเซตเปิด(ปิด)ใหญ่สุดนาโน 

 ผูว้จิยัใดก้  าหนดบทนิยามตามแนวคิดของ เลลลิส ธิวาการ์ และคณะ ดงัน้ี 

 ส าหรับปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ( , ( ))
R

U X  ซ่ึง , , , ,A H G E F เป็นเซตยอ่ยแทท่ี้ไม่ใช่
เซตวา่งของ U  

           (1) จะเรียก A  ว่าเซตเปิดเล็กสุดนำโน  (minimal nano open set) ถา้เซตเปิดนาโนท่ีถูกบรรจุ
ใน A คือ  หรือ A  เท่านั้น เราเขียนแทนเซตของเซตเปิดเล็กสุดนาโนใน U ดว้ย ( )

i
m NO U  

นัน่คือ ( )
i

A m O U  ก็ต่อเม่ือ ส าหรับส าหรับทุกๆ ( )H NO U ท่ี H A จะไดว้า่ H  หรือ 
H A  

           (2) จะเรียก A  วา่เซตเปิดใหญ่สุดนำโน  (maximal nano open set) ถา้เซตเปิดนาโนท่ีบรรจุ A

คือ U หรือ A  เท่านั้น เซตของเซตเปิดโหญ่สุดนาโนใน U เขียนแทนดว้ย ( )
a

M NO U  
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นัน่คือ ( )
a

A M O U  ก็ต่อเม่ือ ส าหรับส าหรับทุกๆ ( )G NO U ท่ี A G จะไดว้า่ G U หรือ 
G A  

          (3) จะกล่าววา่ F เป็นเซตปิดใหญ่สุดนำโน (nano maximal closed set) ก็ต่อเม่ือ เซตปิดนาโน
ใดๆท่ีบรรจุ F คือ U หรือ F  นัน่คือ ถา้ E เป็นเซตปิดนาโนซ่ึง F E แลว้ F U หรือ F E  

          (4) จะกล่าวว่า F เป็นเซตปิดเล็กสุดนำโน (nano minimal closed set) ก็ต่อเม่ือ เซตปิดนาโน
ใดๆท่ีถูกบรรจุใน F คือ F หรือ  นั่นคือ ถ้า E เป็นเซตปิดนาโนซ่ึง E F แล้ว F E หรือ
F   

 

3.3 ควำมสัมพนัธ์ของเซตเปิดเลก็สุดนาโน และเซตเปิดใหญ่สุดนาโน   

           ในการศึกษาความสัมพนัธ์ของเซตเปิดเล็กสุดนาโน และเซตเปิดใหญ่สุดนาโน ในคร้ังน้ี
ผูว้จิยัไดพ้บวา่ เม่ือก าหนดให้ ( , ( ))

R
U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน และ 

           3.3.1 ส าหรับ A U ท่ีเป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนนาโนใน U จะไดว้า่  
                    (1) ถา้ x  เป็นสมาชิกใน A แลว้ A W   ส าหรับแต่ละ ( )W N x และ 

0( )W N U  

                    (2) { | ( ),  ( )}A W W N x W NO U    ส าหรับแต่ละ x A  

         3.3.2  ส าหรับ A ท่ีเป็นเซตเปิด เล็กสุดนาโนใน U  

และ x U A    

                  (1) ถา้W เป็นยา่นใกลเ้คียงนาโนของ x และ W เป็นเซตเปิดนาโนในU แลว้ 
W A    หรือ A W  

                  (2) ถา้ { | ( ),  ( )}
x

A W W N x W NO U    แลว้ x
A A    หรือ x

A A  

        3.3.3 ส าหรับ ,A W U  จะไดว้า่ ถา้ A  เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนและ x A แลว้ส าหรับแต่
ละยา่นใกลเ้คียงเปิดนาโน W ของ x จะไดว้า่ W A U  หรือ W A   อยา่งใดอยา่งหน่ึง 

        3.3.4 ส าหรับ ,A B  และ C ซ่ึงต่างก็เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนในU   
                 (1) ถา้ A B และ A B C  แลว้ A C หรือ B C  

                 (2) ถา้แต่ละเซตแตกต่างกนัทั้งหมด (นัน่คือ A B C A   ) แลว้ A B A C    

                 (3) ถา้ x B แลว้ { | ( ),  ( ),  }B W W N x W NO U W B U      

                 (4) ถา้ ( )x U A  แลว้ U A W   ส าหรับทุกๆ ( )W N x และ ( )W NO U   
         3.3.5 ส าหรับ A ที่เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนใน U  

แล้วข้อใดข้อหนึ่งต่อไปนี้เป็นจริง 
              (1) ส ำหรับแต่ละ x U A   และส ำหรับแต่ละ ( )W N x และ ( )W NO U  
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จะได้ว่า A W  

              (2) มี ( )W N x และ ( )W NO U ที่ท าให้ U A W  และW U   
และข้อใดข้อหนึ่งต่อไปนี้เป็นจริง 

                   (3) ส าหรับแต่ละ x U A   และส าหรับแต่ละ ( )W N x และ ( )W NO U  

จะไดว้า่ U A W   

                   (4) มี ( )W NO U ท่ีท  าให ้U A W U    

           3.3.6 ส าหรับ A ท่ีเป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนใน U แลว้จะไดว้า่ 

                   (1) ( )Ncl A U  หรือ ( )Ncl A A   
                   (2) int( )N U A U A    หรือ int( )N U A    

                   (3) ถา้ ( )B U A    แลว้ ( )Ncl B U A   

                   (4) ถา้ ,  A M U A M    แลว้ ( )Ncl M U  

                   (5) ถา้U A  มีสมาชิกอยา่งนอ้ยสองตวัแลว้ ( { })Ncl U a U    

                         ส าหรับ ( )a U A   

                  (6) ถา้ A B U   แลว้ int( )N B A  

                  (7) ถา้ ( )B U A     แลว้ ( ) int( )U Ncl B N U B A     

                  (8) ถา้ B U  ท่ี A B  แลว้ B  เป็นเซตพรีเปิดนาโน 

                  (9) ถา้ ( )a U A   แลว้ { }U a  เป็นเซตพรีเปิดนาโน 

            3.3.7 ถา้ A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนและ B เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนใน U  แลว้ A B

หรือ ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิไม่เช่ือมโยงนาโนอยา่งใดอยา่งหน่ึง 

            3.3.8 ถา้U มีเซตยอ่ยท่ีเป็นทั้งเซตเปิดใหญ่สุดนาโนเซตเปิดเล็กสุดนาโนแลว้เซตดงักล่าว
เป็นเซตเปิดนำโนไม่ชัด (nontrivial nano open set) หรือ ( , ( ))

R
U X เป็นปริภูมิไม่เช่ือมโยงนาโน

อยา่งใดอยา่งหน่ึง 

            3.3.9 ถา้ A เป็นทั้งเซตเปิดใหญ่สุดนาโนและเล็กสุดนาโนและ F เป็นเซตปิดนาโนใน U  
แลว้ A U F  หรือ A F อยา่งใดอยา่งหน่ึง 

            3.3.10 ถา้ A เป็นทั้งเซตเปิดใหญ่สุดนาโนและเล็กสุดนาโนและ F เป็นเซตปิดนาโนในU

แลว้ A เป็นเซตยอ่ยแทเ้ปิดนาโนหรือเซตยอ่ยแทเ้ปิดนาโนมีเพียง A และU A  อยา่งใดอยา่งหน่ึง 

            3.3.11 ถา้ A และ B เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนในU ซ่ึง A B  และ A B เป็นเซตปิดนา
โน แลว้ ( , ( ))

R
U X เป็นปริภูมิไม่เช่ือมโยงนาโน 

            3.3.12 ถา้มีเซตยอ่ย A  เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนในU ซ่ึง A ไม่เป็นเซตหนาแน่นนาโน 
แลว้ ( , ( ))

R
U X เป็นปริภูมิไม่เช่ือมโยงนาโน 
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            3.3.13 ส าหรับ A และ B ท่ีเป็นเซตเปิดนาโนในU ซ่ึง A B   และ A B A   ถา้ B

เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนแลว้ A B เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนในปริภูมิยอ่ย ( , ( ))A

RA X    
 

3.4 ควำมสัมพนัธ์ของเซตปิดใหญ่สุดนาโน และเซตปิดเลก็สุดนาโน 

           ส าหรับปริภูมิทอพอโลยนีาโน ( , ( ))
R

U X  

          3.4.1 เม่ือ ,E F U  ซ่ึงต่างก็เป็นเซตปิดนาโน จะไดว้า่  
                  (1) ถา้ F  เป็นเซตปิดใหญ่สุดนาโนและ E เป็นเซตปิดนาโนแลว้ F E U  หรือ 
E F   อยา่งใดอยา่งหน่ึง 

                  (2) ถา้ F  เป็นเซตปิดเล็กสุดนาโนและ E เป็นเซตปิดนาโนแลว้ F E   หรือ 
F E   อยา่งใดอยา่งหน่ึง 

           3.4.2 ถา้ F เป็นเซตปิดใหญ่สุดนาโนในU  และ E เป็นเซตปิดเล็กสุดนาโน แลว้ E F

หรือ ,  =    F E U F E อยา่งใดอยา่งหน่ึง 

           3.4.3 ถา้ F ซ่ึงเป็นทั้งเซตปิดใหญ่สุดนาโนและเล็กสุดนาโนใน U จะไดว้า่  
                   (1) F  เป็นเซตยอ่ยแทท่ี้เป็นเซตปิดนาโนเพียงเซตเดียว 

                   (2) ถา้ E  เป็นเซตยอ่ยแทแ้ละเป็นเซตปิดนาโนในU แลว้ F E U   และ 
F E     

           3.4.4 ถา้ F เป็นทั้งเซตปิดใหญ่สุดนาโนและเล็กสุดนาโนใน U  และ G เป็นเซตเปิดนาโน 
แลว้ F U G  หรือ F G อยา่งใดอยา่งหน่ึง 

           3.4.5 ถา้ F เป็นทั้งเซตปิดใหญ่สุดและเล็กสุดนาโนในU แลว้ขอ้ใดขอ้หน่ึงต่อไปน้ีเป็นจริง 

                   (1) F เป็นเซตยอ่ยแทท่ี้เป็นเซตปิดนาโนเพียงเซตเดียว หรือ 

                   (2) เซตยอ่ยแทท่ี้เป็นเซตปิดนาโนใน U คือ F และ U F เท่านั้น 

 

3.5 ควำมสัมพนัธ์ของเซตเปิด(ปิด)ใหญ่สุดนาโน และเซตเปิด(ปิด)เลก็สุดนาโน 

           ส าหรับปริภูมิทอพอโลยนีาโน ( , ( ))
R

U X  

           3.5.1 ถา้ A เป็นทั้งเซตเปิดใหญ่สุดนาโนและเซตปิดเล็กสุดนาโนในU แลว้ เซตยอ่ยแทท่ี้เป็น
ทั้งเซตเปิดและเซตปิดนาโนใน U คือ A และ U A เท่านั้น 

           3.5.2 ถา้ A เป็นทั้งเซตเปิดใหญ่สุดและเซตปิดเล็กสุดนาโนใน U และ F เป็นเซตทั้งเซตเปิด
และเซตปิดนาโนแลว้ F A หรือ A F U  อยา่งใดอยา่งหน่ึง 

           3.5.3 ถา้ A เป็นทั้งเซตเปิดเล็กสุดนาโนและเซตปิดใหญ่สุดนาโน B เป็นเซตเปิดนาโนและ
F เป็นเซตปิดนาโนในU แลว้ขอ้ต่อไปน้ีเป็นจริง 
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                 (1) F A B   

                 (2) A B และ A F U   

                 (3) A B   และ F A  

                 (4) A F U  และ A B    

        3.5.4 ถา้ A เป็นทั้งเซตเปิดเล็กสุดและเซตปิดใหญ่สุดนาโนใน U  แลว้เซตยอ่ยแทท่ี้เป็นทั้งเซต
เปิดและเซตปิดนาโนคือ A และ U A เท่านั้น 

 

3.6 ตัวอย่ำงประกอบบทนิยำม กำรพสูิจน์ทฤษฎบีท และสรุปผลกำรวจิัย  
       ผูว้ิจยัได้ด าเนินการสร้างตวัอย่างประกอบทุกๆบทนิยาม และแสดงรายละเอียดการพิสูจน์
ทฤษฎีบทไวใ้นบทท่ี 4 ส าหรับผลท่ีไดจ้ากการวจิยันั้นเม่ือด าเนินการตามขั้นตอนท่ีกล่าวมาท าใหไ้ด้
ผลการวิจยัครบถ้วนตามวตัถุประสงค์ทั้งสองขอ้ คือ การสร้างบทนิยามของเซตเปิดเล็กสุดนาโน
และเซตเปิดใหญ่สุดนาโนในปริภูมิทอพอโลยีนาโน และขอ้ท่ีสองไดด้ าเนินการ คิดคน้ทฤษฎีและ
องค์ความรู้ใหม่ เก่ียวกบัสมบติัเซตเปิดเล็กสุดนาโนและเซตเปิดใหญ่สุดนาโน ซ่ึงเป็นการขยาย
แนวคิดจากงานของ เลลิส ทราวาการ์ และคาร์เมล ริชาร์ด  

 

   

 



 

 

 

บทท่ี 4 

ผลการวิจัย 

 
             ผู้วิจัยได้กล่าวถึงวิธีการด าเนินการวิจัยในบทที่ 3 ที่ผ่านมาในงานวิจัยเรื่อง สมบัติบาง
ประการของเซตเปิดเล็กสุดนาโนและโหญ่สุดนาโน ท าให้เกิดผลลัพธ์เป็นเนื้อหาในบทที่  4 ซึ่ง
ประกอบด้วย สมบัติของเซตเปิดเล็กสุดนาโนและเซตเปิดใหญ่สุดนาโน  สมบัติของเซตปิดใหญ่สุดนา
โน และเซตปิดเล็กสุดนาโน เซตเปิดใหญ่สุดนาโน เซตเปิดเล็กสุดนาโน เซตปิดใหญ่สุดนาโน และเซต
ปิดเล็กสุดนาโน มีตัวอย่างประกอบบทนิยาม พร้อมทั้งการพิสูจน์ทฤษฎีบท ดังที่จะกล่าวถึงต่อไปนี้   
   
4.1 สมบัติของเซตเปิดเล็กสุดนาโนและเซตเปิดใหญ่สุดนาโน   
 ในหัวข้อนี้จะแนะน าบทนิยามและตัวอย่างของเซตเปิดเล็กสุดนาโนและเซตเปิดใหญ่สุดนาโน
และสมบัติของเซตดังกล่าว   
บทนิยาม 4.1.1 ให้ ( , ( ))

R
U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ซึ่ง , ,A H G เป็นเซตย่อยแท้ที่ไม่

เป็นเซตว่างของ U  

           (1) จะเรียก A  ว่าเซตเปิดเล็กสุดนาโน  (minimal nano open set) ถ้าเซตเปิดนาโนที่ถูก
บรรจุใน A คือ  หรือ A  เท่านั้น เราเขียนแทนเซตของเซตเปิดเล็กสุดนาโนใน U ด้วย ( )

i
m NO U  

นั่นคือ ( )
i

A m NO U  ก็ต่อเมื่อ ส าหรับส าหรับทุกๆ ( )H NO U ที่ H A จะได้ว่า H  หรือ 

H A  
           (2) จะเรียก A  ว่าเซตเปิดใหญ่สุดนาโน  (maximal nano open set) ถ้าเซตเปิดนาโนที่
บรรจุ A คือ U หรือ A  เท่านั้น เซตของเซตเปิดโหญ่สุดนาโนใน U เขียนแทนด้วย ( )

a
M NO U  

นั่นคือ ( )
a

A M NO U  ก็ต่อเมื่อ ส าหรับส าหรับทุกๆ ( )G NO U ที่ A G จะได้ว่าG U

หรือ G A  
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ตัวอย่างที่ 4.1.1 ก าหนดให้ { , , , }U p q r s ซึ่ง / {{ },{ },{ , }}
R

U p q r s  และ { , }X p r U 

จะได้ว่าทอพอโลยีนาโน ( ) { ,{ },{ , },{ , , }, }
R

X p r s p r s U    จงหา เซตเปิดเล็กสุดนาโน เซต
เปิดใหญ่สุดนาโน 

วิธีท า เนื่องจากเซตเปิดนาโนในปริภูมิทอพอโลยีนาโนที่ก าหนดให้ได้แก่ ,{ },{ , },{ , , }p r s p r s และ 
U พิจารณาการเป็นเซตย่อยของเซตเปิดนาโนดังกล่าวได้ดังตารางข้างล่าง 
 

ตารางท่ี 4.1.1 แสดงเซต A  เป็นเซตย่อยของ B เมื่อ ,  A B เป็นเซตเปิดนาโน 

           

B    

A  

  { }p  { , }r s  { , , }p r s  U  

       

{ }p       

{ , }r s       

{ , , }p r s       

U       

 

พิจารณา { }p   เพราะว่าเซตเปิดนาโนที่เป็นเซตย่อยของ { }p มีเพียง { }p และ  เท่านั้น  
ท าให้ { } ( )

i
p m NO U  

พิจารณา { , }r s   เพราะว่าเซตเปิดนาโนที่เป็นเซตย่อยของ { , }r s มีเพียง { , }r s และ  เท่านั้น  
ท าให้ { , } ( )

i
r s m NO U  

พิจารณา { , , }p r s   เพราะว่าเซตเปิดนาโนที่เป็นเซตย่อยของ { , , }p r s ได้แก่ { },p { , }r s ,{ , , }p r s

และ  โดยที่ { } { , , }p p r s  ท าให้ { , , } ( )
i

p r s m NO U  

ดังนั้นเซตเปิดเล็กสุดนาโนใน U ได้แก่ { },  { , }p r s  

พิจารณา { }p   เพราะว่าเซตเปิดนาโนที่{ }p เป็นเซตย่อยได้แก่ { },{ , , }p p r s และU  

ท าให้ { } ( )
a

p M NO U  

พิจารณา { , }r s  เพราะว่าเซตเปิดนาโนที่ { , }r s เป็นเซตย่อย มี { , },{ , , }r s p r s และU    
ท าให้ { , } ( )

a
p r M NO U  

พิจารณา { , , }p r s  เพราะว่าเซตเปิดนาโนที่ { , , }p r s เป็นเซตย่อยมีเพียง { , , }p r s และU   
ท าให้ { , , } ( )

a
p r s M NO U ดังนั้นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนใน U คือ { , , }p r s  
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ต่อไปนี้จะศึกษาถึงบางสมบัติเพ่ิมเติมของเซตเปิดเล็กสุดนาโนและใหญ่สุดนาโน    ดังนี้ 
ทฤษฎีบท 4.1.1 ให้ ( , ( ))

R
U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน และ A เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนนา

โนใน U จะได้ว่า  
             (1) ถ้า x  เป็นสมาชิกใน A แล้ว A W   ส าหรับแต่ละ ( )W N x และ ( )W NO U  

             (2) { | ( ),  ( )}A W W N x W NO U    ส าหรับแต่ละ x A  

การพิสูจน์ (1) ให้ x A  และ ( )W N x  ที่ ( )W NO U  ท าให้ W A    

โดยทฤษฏีบท 2.2.1 ข้อ(1) จึงได้ว่า  A W                                                                 
              (2) ให้ x A  และ ( )W N x   เนื่องจาก A เป็นเซตเปิดนาโนใน U ที่บรรจุ x ท าให้ 

( )A N x  เป็นผลท าให้  { | ( ),  ( )}W W N x W NO U A     

โดยข้อ (1) ได้ว่า { | ( ),  ( )}A W W N x W NO U    

 ดังนั้น { | ( ),  ( )}A W W N x W NO U                                                        ฀ 

   

ทฤษฎีบท 4.1.2  ให้ ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน  A เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนใน U  

และ x U A   ถ้าW เป็นย่านใกล้ เคียงนาโนของ x และ W เป็น เซตเปิดนาโนใน U แล้ว 
W A    หรือ A W  

การพิสูจน์ เนื่องจาก W  เป็นเซตเปิดนาโนและ A เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโน 

โดยทฤษฏีบท 2.2.1ข้อ(1)ท าให้ได้ว่า W A    หรือ A W                                     ฀ 

 

บทแทรก 4.1.1 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน A  เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนใน U  

และ x U A   ถ้า { | ( ),  ( )}
x

A W W N x W NO U    แล้ว x
A A    หรือ x

A A  

การพิสูจน์ ให้ A เป็นเซตเปิดเปิดเล็กสุดนาโน และ x U A   และให้ W  เป็นย่านใกล้เคียงเปิดนา
โนของ x  โดยทฤษฎีบท 4.1.2 ท าให้ได้ว่า W A    หรือ A W  ถ้า A W  ส าหรับทุกๆ 
W ที่ เ ป็ น ย่ า น ใ ก ล้ เ คี ย ง เ ปิ ด น า โ น ข อ ง  x   แ ล้ ว ท า ใ ห้ ไ ด้ ว่ า 

{ | ( ),  ( )}
x

A A W W N x W NO U      

ถ้า W A    ส าหรับทุกๆ W ที่เป็นย่านใกล้เคียงเปิดนาโนของ x  แล้วท าให้มี *
W ที่เป็นย่าน

ใกล้เคียงเปิดนาโนของ x ที่ *
W A       ดังนั้น  x

U A                                     ฀ 

  

ทฤษฎีบท 4.1.4   ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน และ ,A B  และ C เซตเปิดใหญ่
สุดนาโนในU  ซ่ึง A B ถ้า A B C  แล้ว A C หรือ B C  

การพิสูจน์   อาศัยทฤษฏีบท 2.2.5                                                                        ฀ 



19 

 

ทฤษฎีบท 4.1.5 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน และ ,A B  และ C เซตเปิดใหญ่สุด
นาโนในU  ถ้าแต่ละเซตแตกต่างกันทั้งหมด (นั่นคือ A B C A   ) แล้ว A B A C     

การพิสูจน์ สมมติว่า A B A C    ดังนั้น ( ) ( ) ( ) ( )A B B C A C B C        

เป็นผลท าให้  ( ) ( )B A C A B C      เนื่องจาก ,A B  และ C เซตเปิดใหญ่สุดนาโน และ 
A B C A     โดยทฤษฏีบท 2.2.5 ข้อ(2) จึงได้ว่า A C U A B     

 ท าให้ได้ว่า ( ) ( )B B U B A C A B C U C C            

แต่ B เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโน จึงได้ว่า B C  ซึ่งขัดแย้งกับสมมติฐาน B C  

ดังนั้น   A B A C                                                                                     ฀ 

 

ทฤษฎีบท 4.1.6 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า B เป็นเซตเปิดใหญ่นาโนใน U  

และ x  เป็นสมาชิกใน B แล้ว { | ( ),  ( ),  }B W W N x W NO U W B U       

การพิสูจน์ เนื่องจาก B เป็นเซตเปิดนาโนและเป็นย่านใกล้เคียงนาโนของ x  

จึงได้ว่า { | ( ),  ( ),  }B W W N x W NO U W B U      

โดยทฤษฎีบท 4.1.3 ท าให้ได้ว่า { | ( ),  ( ),  }W W N x W NO U W B U B       

ดังนั้น { | ( ),  ( ),  }B W W N x W NO U W B U                                         ฀ 

 

ทฤษฎีบท 4.1.7 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน  ถ้า A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนใน 
U และ x  เป็นสมาชิกในU A แล้ว U A W   ส าหรับทุกๆ ( )W N x และ ( )W NO U   
การพิสูจน์ ให้ ( )W N x และ ( )W NO U เนื่องจาก x U A   ท าให้ W A   โดยทฤษฏี
บท 2.2.5 ท าให้ได้ว่า W A U   เป็นผลท าให้ ( )c c c c

W A W A U       

  ดังนั้น  U A W                                                                                        ฀ 

 

บทแทรก 4.1.2 ให้ ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนใน U  

ข้อใดข้อหนึ่งต่อไปนี้เป็นจริง 
           (1) ส าหรับแต่ละ x U A   และส าหรับแต่ละ ( )W N x และ ( )W NO U จะได้ว่า 

A W  
           (2) มี ( )W N x และ ( )W NO U ที่ท าให้ U A W  และW U   
การพิสูจน์  สมมติว่า (1) ไม่จริง นั่นคือ มี x U A   และมี ( )W N x และ ( )W NO U ซึ่ง 
A W  โดยทฤษฎีบท 4.1.7 ท าให้ได้ว่า U A W                                               ฀ 

 

 



20 

 

บทแทรก 4.1.3  ให้ ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนใน U  

ข้อใดข้อหนึ่งต่อไปนี้เป็นจริง 
        (1) ส าหรับแต่ละ x U A   และส าหรับแต่ละ ( )W N x และ ( )W NO U จะได้ว่า 
U A W   

        (2) มี ( )W NO U ที่ท าให้ U A W U    

การพิสูจน์  สมมติว่า (2) ไม่จริง นั่นคือ ส าหรับทุกๆ  ( )W NO U ซึ่ งได้ว่า U A W  หรือ 
W U โดยทฤษฎีบท 4.1.7 ท าให้ได้ว่า U A W  ส าหรับแต่ละ x U A   และส าหรับแต่ละ 

( )W N x และ ( )W NO U จะได้ว่า U A W                                                                  ฀                                                   

 

ทฤษฎีบท 4.1.8  ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโนถ้า A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนใน 
U แล้ว ( )Ncl A U  หรือ ( )Ncl A A   
การพิสูจน์  เป็นจริงตามบทแทรก 4.1.3                                                                           ฀ 

                                                    

ทฤษฎีบท 4.1.9 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนใน 
U แล้ว int( )N U A U A    หรือ int( )N U A     
การพิสูจน์  เป็นจริงตามบทแทรก 4.1.3                                                                               ฀                                              
 

ทฤษฎีบท 4.1.10  ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนใน 
U และ B  เป็นเซตย่อยที่ไม่ใช่เซตว่างของ U A  แล้ว ( )Ncl B U A    

การพิสูจน์ ให้ A เป็นเซตเปิดโตสุดนาโนในU และเนื่องจาก B U A      
ท าให้ได้ว่า ( ) ( )Ncl B Ncl U A U A      ต่อไปจะแสดงว่า ( )U A Ncl B   

ให้ ( )x U A    เนื่องจาก A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนในU  

โดยทฤษฎีบท 4.1.7 จะได้ว่าส าหรับแต่ละ ( )W N x และ ( )W NO U  

ท าให้  U A W   เป็นผลท าให้  ( )B B B U A B W B           
จึงได้ว่า W B    ดังนั้น ( )x Ncl B   เป็นผลท าให้ ( )U A Ncl B   

ดังนั้น ( )Ncl B U A                                                                                     ฀ 

 

บทแทรก 4.1.4  ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนใน 
U และ M  เป็นเซตย่อยของ U  ซ่ึง ,  A M A M   แล้ว ( )Ncl M U  

การพิสูจน์ ให้ A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนในU และเนื่องจาก A M U   

ท าให้ได้ว่า ( ) ( )Ncl M Ncl U U   ต่อไปจะแสดงว่า ( )U Ncl M  
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เพราะว่า A M U  และ  A M  ดังนั้นมี ,  B U A B    ซ่ึง M A B   

โดยทฤษฎีบท 4.1.10   จะได้ว่า ( )U A Ncl B   

พิจารณา ( ) ( ) ( ) ( ) ( )U A U A Ncl A Ncl B Ncl A B Ncl M         

ดังนั้น  ( )Ncl M U                                                                                       ฀ 

 

ทฤษฎีบท 4.1.11 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนใน 
U และ U A  มีสมาชิกอย่างน้อยสองตัวแล้ว ( { })Ncl U a U   ส าหรับ ( )a U A   

การพิ สูจน์  ให้ A เป็น เซตเปิด ใหญ่ สุดนาโนใน U และเนื่ องจาก { }a U A   ท าให้ ได้ ว่ า 
{ }A U a   และ { }A U a    โดยบทแทรก 4.1.4 จึงได้ว่า ( { })Ncl U a U             ฀ 

 

ทฤษฎีบท 4.1.12  ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนใน 
U และ B เป็นเซตย่อยแท้ของ U  ที่ A B  แล้ว int( )N B A   

ก า ร พิ สู จ น์  ให้ A เป็ น เซ ต เปิ ด ให ญ่ สุ ด น า โน ใน U  ก ร ณี ที่   B A  ท า ใ ห้ ไ ด้ ว่ า 
int( ) int( )N B N A A    

กรณีท่ี  B A  เพราะว่า A B  ท าให้ได้ว่า int( ) int( )A N A N B    

แต่เนื่องจาก A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนและ int( )N B เป็นเซตเปิดนาโน ท าให้  int( )N B A    
ดังนั้น int( )N B A                                                                                        ฀ 

 

ทฤษฎีบท 4.1.13   ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโน
ใน U และ B เป็นเซตย่อยที่ไม่ใช่เซตว่างของ U A  แล้ว ( ) int( )U Ncl B N U B A      

การพิสูจน์ ให้ A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนในU  โดยทฤษฎีบท 4.1.10 ได้ว่า ( )Ncl B U A   เป็น
ผ ล ท า ให้  ( )U Ncl B A   เนื่ อ ง จ า ก  A U B U   โ ด ย ท ฤ ษ ฎี บ ท  4.1.12  ได้ ว่ า 

int( )N U B A     ดังนั้น ( ) int( )U Ncl B N U B A                                       ฀ 

 

 ทฤษฎีบท 4.1.14  ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า A เป็นเซตเปิดสุดใหญ่นาโน
ใน U และ B เป็นเซตย่อยของ U  ที่ A B  แล้ว B  เป็นเซตพรีเปิดนาโน 

การพิสูจน์ ให้ A เป็นเซตเปิดสุดใหญ่นาโนในU และ B เป็นเซตย่อยของ U   
พิจารณาเป็นสองกรณีดังนี้  
กรณีที่ 1 ถ้า B A ท าให้ B เป็นเซตเปิดนาโน เป็นผลท าให้ int( ) int( ( ))B N B N Ncl B 

ดังนั้น B  เป็นเซตพรีเปิดนาโน 
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ก ร ณี ที่  2 ถ้ า  ,  B A A B   โด ย บ ท แ ท ร ก  4.1 .4  ได้ ว่ า  ( )Ncl B U เป็ น ผ ล ท า ให้ 
int( ( )) int( )N Ncl B N U U B     

ดังนั้น B  เป็นเซตพรีเปิดนาโน                                                                             ฀ 

 

บทแทรก 4.1.5  ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนใน 
U และ ( )a U A   แล้ว { }U a  เป็นเซตพรีเปิดนาโน 

การพิสูจน์ ให้ A เป็นเซตเปิดสุดใหญ่นาโนในU และ ( )a U A  ได้ว่า { } ( )a U A   เป็นผลท า
ให้ได้ว่า ( { })A U a   โดยทฤษฎีบท 4.1.14  
ท าให้ได้ว่า { }U a  เป็นเซตพรีเปิดนาโน                                                                ฀ 

 

ทฤษฎีบท 4.1.15  ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน  และ , A B เป็นเซตย่อยของ U  

 ถ้า ,  A B U A B   เป็นเซตปิดนาโนและ A เป็นเซตเปิดนาโน 

 แล้ว B  เป็นเซตปิดนาโน 

การพิสูจน์ เนื่องจาก A B U  จึงได้ว่า ( ) ( )U A U B     เป็นผลท าให้ ( )U A B   

พิจารณา ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( )A B U A A U A B U A B U A B              

เนื่องจาก A B และ U A เป็นเซตปิดนาโนใน U    
ดังนั้น  B  เป็นเซตปิดนาโน                                                                                 ฀ 

        ต่อไปนี้เป็นการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างเซตเปิดใหญ่สุดนาโน  และเซตเปิดเล็กสุดนาโนใน
ปริภูมิไม่เชื่อมโยง 
บทนิยาม 4.1.2 ให้ ( , ( ))

R
U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน จะกล่าวว่า ( , ( ))

R
U X เป็นปริภูมิ

ไม่เชื่อมโยงนาโน (nano disconnected space) ก็ต่อเมื่อ มีเซตเปิดนาโน ,  G H ซึ่งต่างก็ไม่ใช่เซต
ว่าง ที่ G H   และ G H U   และเราจะกล่าวว่า ( , ( ))

R
U X เป็นปริภูมิเชื่อมโยงนาโน 

(nano connected space) ก็ต่อเมื่อ ( , ( ))
R

U X ไม่เป็นปริภูมิไม่เชื่อมโยงนาโน นั่นคือไม่มีเซตเปิด
นาโน ,  G H ซ่ึงต่างก็ไม่ใชเ่ซตวา่งท่ี G H   และG H U   

 

ตัวอย่างท่ี 4.1.2 ให้ { , , , }U a b c d ซ่ึง / {{ },{ , , }}
R

U a b c d  และ { , }X a d U   

จะได้ว่าทอพอโลยีนาโน ( ) { ,{ },{ , , }, }
R

X a b c d U    และเซตย่อยแท้ที่ไม่ใช่เซตว่างซึ่งเป็นเซต
เปิดนาโนใน U ได้แก่ { },  { , , }a b c d  โดยที่ { } { , , }a b c d U  และ { } { , , }a b c d      
ดังนั้น ( , ( ))

R
U X เป็นปริภูมิไม่เชื่อมโยงนาโน 
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ทฤษฎีบท 4.1.16 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโน 

และ B เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนใน U  แล้ว A B หรือ ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิไม่เชื่อมโยงนาโน
อย่างใดอย่างหนึ่ง 
การพิสูจน์ เนื่องจาก A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนในU และ B เป็นเซตเปิดนาโน โดยทฤษฎีบท 2.2.1 

(1) ได้ว่า A B U  หรือ B A เนื่องจาก A เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนในU และ B เป็นเซตเปิด
นาโน โดยทฤษฎีบท 2.2.1 ได้ว่า A B   หรือ B A  พิจารณากรณีท่ี A B U  , B A  

ท าให้ได้ว่า A A B U   และ U A B A A A     เป็นผลท าให้ A U  

กรณีที่  A B   , B A จึงได้ว่า B A B A A A     และ A B   เป็นผลท าให้ 
B  ดังนั้น A B U  , A B    และ B A นั่นคือถ้า A B U  และ A B    

 สรุปได้ว่า ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิไม่เชื่อมโยงนาโน                                                     ฀ 

 

ข้อสังเกต   จากทฤษฎีบท 4.1.16 พบว่า  A B U  และ A B    แล้วท าให้ A U B 

ดังนั้นในทฤษฎีบทนี้ ถ้า B A แล้ว A และ B ทั้งคู่ต่างก็เป็นเซตปิดนาโน ซึ่งเป็นผลให้ทฤษฎีบท
ดังกล่าวสมมูลกับข้อความ “ถ้า A เป็นเซตเปิดสุใหญ่ดนาโนและ B เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนใน U แล้ว 
A B  หรือ A U B  อย่างใดอย่างหนึ่ง” 

 

ทฤษฎีบท 4.1.17 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้าU มีเซตย่อยที่เป็นทั้งเซตเปิด
ใหญ่สุดนาโนเซตเปิดเล็กสุดนาโนแล้วเซตดังกล่าวเป็นเซตเปิดนาโนไม่ชัด (nontrivial nano open 

set) หรือ ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิไม่เชื่อมโยงนาโนอย่างใดอย่างหนึ่ง 
การพิสูจน์ ให้ A เป็นทั้งเซตเปิดใหญ่สุดนาโนและเซตเปิดเล็กสุดนาโน ในU และให้ B เป็นเซตเปิด
นาโนในU ท าให้ได้ว่า A A B   เพราะว่า A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโน จึงพิจารณาได้ 2 กรณี
ต่อไปนี้กรณีที ่1 A A B  ท าให้ B A แต่เนื่องจาก A เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโน  
เป็นผลท าให้  B   หรือ B A  

กรณีที่ 2 A B U   แต่เนื่องจาก A เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโน โดยทฤษฏีบท 2.2.1 (1) ได้ว่า 
A B   หรือ A B  แต่  A เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโนและ A B จึงได้ว่า A B หรือ 
B U จากทั้งสองกรณีท าให้ได้ว่า A B หรือ A B U  และ A B    

จึงสรุปว่า ถ้า A B U  และ A B    แล้ว ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิไม่เชื่อมโยงนาโน      ฀ 
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บทแทรก 4.1.6 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า A เป็นทั้งเซตเปิดใหญ่สุดนาโน
และเล็กสุดนาโนและ F เป็นเซตปิดนาโนใน U  แล้ว A U F  หรือ A F อย่างใดอย่างหนึ่ง 
การพิสูจน์ เนื่องจาก A เป็นทั้งเซตเปิดใหญ่สุดนาโนและเล็กสุดนาโน และ F เป็นเซตปิดนาโน  
ท าให้ได้ว่า U F  เป็นเซตเปิดนาโน ด้วยกระบวนการพิสูจน์เช่นเดียวกับทฤษฎีบท 4.1.17 ได้ว่า 
A U F  หรือ ( )A U F U   และ ( )A U F     

ได้ว่า ( )A U F U   และ ( )A U F     เป็นผลท าให้ A F                            ฀ 

 

บทแทรก 4.1.7 ให้ ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า A เป็นทั้งเซตเปิดใหญ่สุดนาโน
และเล็กสุดนาโนและ F เป็นเซตปิดนาโนในU แล้ว A เป็นเซตย่อยแท้เปิดนาโนหรือเซตย่อยแท้เปิด
นาโนมีเพียง A และU A  อย่างใดอย่างหนึ่ง 
การพิสูจน์ ให้ B เป็นเซตย่อยแท้เปิดนาโน เช่นเดียวกับการพิสูจน์ทฤษฎีบท 4.1.17 ได้ว่า 
A B หรือ A B U  และ A B    ได้ว่า A B U  และ A B     
เป็นผลท าให้ B U A                                                                                     ฀ 

   
ทฤษฎีบท 4.1.18 ให้ ( , ( ))

R
U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า A และ B เป็นเซตเปิดใหญ่สุด

นาโนในU ซ่ึง A B  และ A B เป็นเซตปิดนาโน แล้ว ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิไม่เชื่อมโยงนาโน 

การพิสูจน์ ให้ A และ B เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโน ท าให้ได้ว่า A B U   

จากสมมติฐาน  A B เป็นเซตปิดนาโนถ้า A B    ดังนั้น ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิไม่เชื่อมโยง
นาโนถ้า A B   เนื่องจาก  ( )A A B   และ ( )B A B   เป็นเซตเปิดนาโนทั้งคู่ 

เราเลือก ( )G A A B   และ H B  หรือเลือก ( )H B A B   และG A  

จะได้ว่า G H U  และ G H     
นั่นคือ ( , ( ))

R
U X เป็นปริภูมิไม่เชื่อมโยงนาโน                                                          ฀ 

                            

ทฤษฎีบท 4.1.19 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้ามีเซตย่อย A  เป็นเซตเปิดใหญ่
สุดนาโนในU ซ่ึง A ไม่เป็นเซตหนาแน่นนาโน แล้ว ( , ( ))

R
U X เป็นปริภูมิไม่เชื่อมโยงนาโน 

การพิสูจน์ ให้ A  เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโน เนื่องจากไม่เป็นเซตหนาแน่นนาโนใน U จึงท าให้  
( )Ncl A U โดยทฤษฎีบท 4.1.11 ท าให้ได้ว่า ( )A Ncl A  

เราเลือก G A และ ( )H U Ncl A  ซ่ึงต่างก็เป็นเซตเปิดนาโนในU  

ที่ท าให้ G H U  และ G H    

ดังนั้น ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิไม่เชื่อมโยงนาโน                                                          ฀ 
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4.2 สมบัติของเซตปิดเล็กสุดนาโนและเซตปิดใหญ่สุดนาโน   
 ในหัวข้อนี้จะแนะน าบทนิยามและตัวอย่างของเซตปิดเล็กสุดนาโนและเซตปิดใหญ่สุดนาโนและ
สมบัติของเซตดังกล่าว 

บทนิยาม 4.2.1 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ซึ่ง ,E F เป็นเซตย่อยแท้ที่ไม่เป็น
เซตว่างของ U  

         (1) จะกล่าวว่า F เป็นเซตปิดใหญ่สุดนาโน (nano maximal closed set) ก็ต่อเมื่อ เซตปิด
นาโนใดๆที่บรรจุ F คือ U หรือ F  นั่นคือ ถ้า E เป็นเซตปิดนาโนซึ่ง F E แล้ว F U หรือ

F E  
         (2) จะกล่าวว่า F เป็นเซตปิดเล็กสุดนาโน (nano minimal closed set) ก็ต่อเมื่อ เซตปิด
นาโนใดๆที่ถูกบรรจุใน F คือ F หรือ  นั่นคือ ถ้า E เป็นเซตปิดนาโนซึ่ง F E แล้ว F E หรือ

F   
       ต่อไปนี้เป็นการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างเซตปิดใหญ่สุดนาโน  และเซตปิดเล็กสุดนาโนใน
ปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน 

 

ข้อสังเกต จากบทนิยาม 4.1.1 ท าให้ได้หลักภาวะคู่กัน (duality principle) กับบทนิยาม 4.2.1 

ส าหรับเซตย่อย F ในปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ( , ( ))
R

U X  ได้เป็นข้อความดังนี้ 
          (1) F  เป็นเซตปิดเล็กสุดนาโน ก็ต่อเมื่อ U F  เป็นเซตเปิดใหญ่สุดนาโน  
          (2) F  เป็นเซตปิดใหญ่สุดนาโน ก็ต่อเมื่อ U F  เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโน 

                                                                                                 
ตัวอย่างท่ี 4.1.3 จากตัวอย่างท่ี 4.1.1 จงหา เซตปิดเล็กสุดนาโน และเซตปิดใหญ่สุดนาโน 

วิธีท า เนื่องจากคอมพลิเมนต์ของเซตเปิดนาโนเป็นเซตปิดนาโน ท าให้ ,{ , , },{ , },{ }q r s p q q และ 
U เป็นเซตปิดนาโน  พิจารณาการเป็นเซตย่อยของเซตปิดนาโนดังกล่าวได้ดังตารางข้างล่าง 
 

ตารางท่ี 4.1.2 แสดงเซต E เป็นเซตย่อยของเซต F เมื่อ ,  E F เป็นเซตปิดนาโน 

 

  
F  

  { }q  { , }p q  { , , }q r s  U  
 
 

E  

       

{ }q       

{ , }p q       

{ , , }q r s       

U       
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ด าเนินการในท านองเดียวกันกับตัวอย่างที่ 4.1.1 จะได้ว่า เซตปิดเล็กสุดนาโนใน U คือ { }q และเซต
ปิดใหญ่สุดนาโนใน U คือ { , }p q  และ { , , }q r s  

 

บทตั้ง 4.2.1 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโนและ ,E F U  ซึ่งต่างก็เป็นเซตปิดนา
โนจะได้ว่า  
       (1) ถ้า F  เป็นเซตปิดใหญ่สุดนาโนและ E เป็นเซตปิดนาโนแล้ว F E U  หรือ E F   
อย่างใดอย่างหนึ่ง 

       (2) ถ้า F  เป็นเซตปิดเล็กสุดนาโนและ E เป็นเซตปิดนาโนแล้ว F E   หรือ F E    
อย่างใดอย่างหนึ่ง 

การพิสูจน์โดยหลักภาวะคู่กันและการพิสูจน์ท านองเช่นเดียวกับทฤษฎีบท 2.2.1 (1)  
และ2.2.5 (1)                                                                                             ฀ 

  
ทฤษฎีบท 4.2.1 ให้ ( , ( ))

R
U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า F เป็นเซตปิดใหญ่สุดนาโนในU  

และ E เป็นเซตปิดเล็กสุดนาโน แล้ว E F หรือ ,  =    F E U F E อย่างใดอย่างหนึ่ง 
การพิสูจน์ โดยการพิสูจน์ท านองเดียวกันกับทฤษฎีบท 4.1.16                                        ฀ 

 

ทฤษฎีบท 4.2.2 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน และมีสับเซต F ซึ่งเป็นทั้งเซตปิด
ใหญ่สุดนาโนและเล็กสุดนาโนใน U จะได้ว่า  
           (1) F  เป็นเซตย่อยแท้ที่เป็นเซตปิดนาโนเพียงเซตเดียว 

           (2) ถ้า E  เป็นเซตย่อยแท้และเป็นเซตปิดนาโนในU แล้ว F E U   และ F E     

การพิสูจน์ โดยการพิสูจน์ท านองเดียวกันกับทฤษฎีบท 4.1.17                                        ฀ 

 

บทแทรก 4.2.1  ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า F เป็นทั้งเซตปิดใหญ่สุดนาโน
และเล็กสุดนาโนใน U  และ G เป็นเซตเปิดนาโน แล้ว F U G  หรือ F G อย่างใดอย่างหนึ่ง 
การพิสูจน์ โดยการพิสูจน์ท านองเดียวกันกับบทแทรก 4.1.6                                           ฀ 

 

บทแทรก 4.2.2 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า F เป็นทั้งเซตปิดใหญ่สุดและเล็ก
สุดนาโนในU แล้วข้อใดข้อหนึ่งต่อไปนี้เป็นจริง 
          (1) F เป็นเซตย่อยแท้ที่เป็นเซตปิดนาโนเพียงเซตเดียว หรือ 

          (2) เซตย่อยแท้ที่เป็นเซตปิดนาโนใน U คือ F และ U F เท่านั้น  



27 

 

การพิสูจน์ โดยการพิสูจน์ท านองเดียวกันกับบทแทรก 4.1.7                                          ฀ 

บทแทรก 4.2.3 ให้ ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า A เป็นทั้งเซตเปิดใหญ่สุดนาโน
และเซตปิดเล็กสุดนาโนในU แล้ว เซตย่อยแท้ที่เป็นทั้งเซตเปิดและเซตปิดนาโนใน U คือ A และ 
U A เท่านั้น  
การพิสูจน์ ให้ F เซตย่อยแท้ที่เป็นทั้งเซตเปิดและเซตปิดนาโนใน U  

โดยทฤษฎีบท 2.6 เมื่อเลือก B F จะได้ว่า A F หรือ A U F                               ฀ 

 

ทฤษฎีบท 4.2.3 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า A เป็นทั้งเซตเปิดใหญ่สุดและ
เซตปิดเล็กสุดนาโนใน U และ F เป็นเซตทั้งเซตเปิดและเซตปิดนาโนแล้ว F A หรือ A F U 

อย่างใดอย่างหนึ่ง 
การพิสูจน์  พิสูจน์ท านองเดียวกันกับทฤษฎีบท 2.2.6                                                  ฀ 

 

ทฤษฎีบท 4.2.4 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า A เป็นทั้งเซตเปิดเล็กสุดนาโน
และเซตปิดใหญ่สุดนาโน B เป็นเซตเปิดนาโนและ F เป็นเซตปิดนาโนในU แล้วข้อต่อไปนี้เป็นจริง 
            (1) F A B   

            (2) A B และ A F U   

            (3) A B   และ F A  

            (4) A F U  และ A B    

การพิสูจน์ พิสูจน์ท านองเดียวกันกับทฤษฎีบท 2.2.6                                                   ฀ 

 

บทแทรก 4.2.4 ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า A เป็นทั้งเซตเปิดเล็กสุดและเซต
ปิดใหญ่สุดนาโนใน U  แล้วเซตย่อยแท้ที่เป็นทั้งเซตเปิดและเซตปิดนาโนคือ A และ U A เท่านั้น 

การพิสูจน์  พิสูจน์ท านองเดียวกันกับบทแทรก 4.2.3                                                   ฀ 

 

ทฤษฎีบท 4.2.5 ให้ ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน A และ B เป็นเซตเปิดนาโนในU ซึ่ง
A B   และ A B A   ถ้า B เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนแล้ว A B เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนใน
ปริภูมิย่อย ( , ( ))A

RA X    
การพิสูจน์  สมมติว่า A B ไม่เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนในปริภูมิย่อย ( , ( ))A

RA X     
ดังนั้นมีเซตเปิดเล็กสุดนาโน H  ในปริภูมิย่อย ( , ( ))A

RA X  ซ่ึง H A B   

เนื่องจาก B เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนใน ( , ( ))
R

U X และ A B    
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โดยทฤษฏีบท 2.2.1 (1) ได้ว่า B A เป็นผลท าให้ A B B     
เพราะว่า A  เป็นเซตเปิดนาโนในU ท าให้ H เป็นเซตเปิดนาโนในU ที่ H B    

ซ่ึงขัดแย้งกับสมมติฐาน B เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนใน ( , ( ))
R

U X  

ดังนั้น A B เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนในปริภูมิย่อย ( , ( ))A

RA X                                      ฀ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

บทที ่5 

สรุปผล อภปิรายผล และข้อเสนอแนะ 

 

การวิจยัในคร้ังน้ีมีวตัถุประสงค์เพื่อน าเสนอสมบติับางประการของเซตเปิดเล็กสุดนาโน
และใหญ่สุดนาโนมีสองขอ้คือ สร้างบทนิยามของเซตเปิดเล็กสุดนาโนและเซตเปิดใหญ่สุดนาโน
ในปริภูมิทอพอโลยีนาโน และขอ้สุดทา้ยคือ คิดคน้ทฤษฎีและองคค์วามรู้ใหม่ เก่ียวกบัสมบติัเซต
เปิดเล็กสุดนาโนและเซตเปิดใหญ่สุดนาโน เป็นการขยายแนวคิดเบ้ืองตน้จากสามงานวิจยังานแรก
ของ เบนชาไล ไอธานากิ และวิไล  ต่อดว้ยงานท่ีสองของเลลิส ทราวาการ์ และคาร์เมล ริชาร์ดตาม
ดว้ยงานของ เลลิส ทราวาการ์  คาวิธและอีแวนเจลไลน์ คริสตินา อนัเกิดผลประโยชน์ท่ีคาดว่าจะ
ได้รับด้านวิชาการมีองค์ความรู้ใหม่ทางคณิตศาสตร์บริสุทธ์ิ ท าให้ได้เน้ือหาในบทน้ีจะกล่าวถึง
ผลสรุปของการวจิยั อภิปรายผล และขอ้เสนอแนะตามหวัขอ้ดงัน้ี 

 

5.1 สรุปผลการวจิัย 

 5.1.1 บทนิยามเซตเปิด(ปิด)เลก็สุดนาโน และเซตเปิด(ปิด)ใหญ่สุดนาโน 

             ส าหรับปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน ( , ( ))
R

U X  ซ่ึง , , , ,A H G E F เป็นเซตยอ่ย 

 แทท่ี้ไม่เป็นเซตวา่งของ U  

                           (1) จะเรียก A  วา่เซตเปิดเล็กสุดนาโน  (minimal nano open set) ถา้เซตเปิดนาโนท่ี
ถูกบรรจุใน A คือ  หรือ A  เท่านั้ น  เราเขียนแทนเซตของเซตเปิดเล็กสุดนาโนใน U ด้วย 

( )
i

m NO U  นั่นคือ ( )
i

A m O U  ก็ต่อเม่ือ ส าหรับส าหรับทุกๆ ( )H NO U ท่ี H A จะได้ว่า
H  หรือ H A  

                           (2) จะเรียก A  วา่เซตเปิดใหญ่สุดนาโน  (maximal nano open set) ถา้เซตเปิดนาโน
ท่ีบรรจุ A คือ U หรือ A  เท่านั้น เซตของเซตเปิดโหญ่สุดนาโนใน U เขียนแทนดว้ย ( )

a
M NO U  

นัน่คือ ( )
a

A M O U  ก็ต่อเม่ือ ส าหรับส าหรับทุกๆ ( )G NO U ท่ี A G จะไดว้า่G U หรือ 
G A  

                           (3) จะกล่าววา่ F เป็นเซตปิดใหญ่สุดนาโน (nano maximal closed set) ก็ต่อเม่ือ 
เซตปิดนาโนใดๆท่ีบรรจุ F คือ U หรือ F  นัน่คือ ถา้ E เป็นเซตปิดนาโนซ่ึง F E แลว้ F U

หรือ F E  
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                           (4) จะกล่าววา่ F เป็นเซตปิดเล็กสุดนาโน (nano minimal closed set) ก็ต่อเม่ือ เซต
ปิดนาโนใดๆท่ีถูกบรรจุใน F คือ F หรือ  นัน่คือ ถา้ E เป็นเซตปิดนาโนซ่ึง E F แลว้ F E

หรือ F   

 5.1.2 สมบัติของเซตเปิดเลก็สุดนาโน และเซตเปิดใหญ่สุดนาโน 

           5.1.2.1 ให ้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน และ A เป็นเซตเปิดเล็กสุด
นาโนใน U จะไดว้า่  
                           (1) ถา้ x  เป็นสมาชิกใน A แลว้ A W   ส าหรับแต่ละ ( )W N x และ 

0( )W N U  

                           (2) { | ( ),  ( )}A W W N x W NO U    ส าหรับแต่ละ x A  

                          (3) ถา้ x U A   และ W เป็นยา่นใกลเ้คียงเปิดนาโนของ x ใน U แลว้ 
W A    หรือ A W  

                   5.1.2.2 ให ้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน และ , ,A B C เป็นเซตเปิด
ใหญ่สุดนาโนใน U จะไดว้า่ 

                           (1) ถา้ x A และส าหรับแต่ละยา่นใกลเ้คียงเปิดนาโน W ของ x แลว้จะได้
วา่ W A U  หรือ W A   อยา่งใดอยา่งหน่ึง 

                            (2)  ถา้ A B และ A B C  แลว้ A C หรือ B C  

                            (3) ถ้า A B C A    (นั่น คือแต่ละเซตแตกต่างกันทั้ งหมด) แล้ว 
A B A C     

                            (4) ถา้ x เป็นสมาชิกใน B แลว้  
{ | ( ),  ( ),  }B W W N x W NO U W B U       

                            (5) ถ้ า x  เป็ น ส ม า ชิ ก ใน U A แ ล้ ว  U A W   ส าห รั บ ทุ ก  ๆ 
( )W N x และ ( )W NO U  

                            (6) int( )N U A U A    หรือ int( )N U A     ( ( )Ncl A U  หรือ
( )Ncl A A ) 

                             (7) ถา้ D  เป็นเซตยอ่ยท่ีไม่ใช่เซตวา่งของ U A  แลว้ ( )Ncl D U A    

                             (8) ถา้ U A  มีสมาชิกอยา่งน้อยสองตวัแลว้ ( { })Ncl U a U   ส าหรับ 
( )a U A   

                            (9) ถา้ D เป็นเซตยอ่ยแทข้อง U  ท่ี A D  แลว้ int( )N D A   

                             ( 10)  ถ้ า  D เ ป็ น เซ ต ย่ อ ย ท่ี ไ ม่ ใ ช่ เซ ต ว่ า ง ข อ ง  U A  แ ล้ ว 
( ) int( )U Ncl D N U D A      
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                              (11 ) ถ้า D เป็นเซตย่อยท่ีไม่ใช่เซตว่างของ U  และ A D  แล้ว D เป็น
เซตพรีเปิดนาโน 

                              (12 ) ถ้า D เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนในU  แล้ว A D  หรือ ( , ( ))
R

U X

เป็นปริภูมิไม่เช่ือมโยงนาโนอยา่งใดอยา่งหน่ึง 

                              (13) ถ้า A ไม่ เป็นเซตหนาแน่นนาโน แล้ว ( , ( ))
R

U X เป็นปริภูมิไม่
เช่ือมโยงนาโน  
                              (14) ถา้ A B  และ A B เป็นเซตปิดนาโน แลว้ ( , ( ))

R
U X เป็นปริภูมิ

ไม่เช่ือมโยงนาโน 

                     5.1.2.3  ให้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยีนาโน ถ้า U มีเซตย่อยท่ีเป็นทั้ง
เซตเปิดใหญ่สุดนาโนเซตเปิดเล็กสุดนาโนแล้วเซตดังกล่าวเป็นเซตเปิดนาโนไม่ชัด หรือ
( , ( ))

R
U X เป็นปริภูมิไม่เช่ือมโยงนาโนอยา่งใดอยา่งหน่ึง 

                     5.1.2.4  ส าหรับ A และ B เป็นเซตเปิดนาโนในU ซ่ึง A B   และ A B A   
ถา้ B เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนแลว้ A B เป็นเซตเปิดเล็กสุดนาโนในปริภูมิยอ่ย ( , ( ))A

RA X    
        5.1.3  สมบัติของเซตปิดเลก็สุดนาโน และเซตปิดใหญ่สุดนาโน 

                       5.1.3.1 ให ้ ( , ( ))
R

U X  เป็นปริภูมิเชิงทอพอโลยนีาโน 

                                  (1) ถา้ F เป็นเซตปิดใหญ่สุดนาโนในU  และ E เป็นเซตปิดเล็กสุดนาโน 
แลว้ E F หรือ ,  =    F E U F E อยา่งใดอยา่งหน่ึง 

                                  (2) ถา้ F เป็นเซตปิดใหญ่สุดนาโนและเซตปิดเล็กสุดนาโนในU  แลว้ไดว้า่ 

                                       (2.1) F  เป็นเซตยอ่ยแทท่ี้เป็นเซตปิดนาโนเพียงเซตเดียว 

                                       (2.2) ถ้ า E  เป็ น เซ ต ย่อ ยแ ท้ แ ล ะ เป็ น เซ ต ปิ ด น าโน ใน U แล้ ว 
F E U   และ F E     

                                   (3) ถา้ A เป็นทั้งเซตเปิดใหญ่สุดและเซตปิดเล็กสุดนาโนใน U และ F เป็น
เซตทั้งเซตเปิดและเซตปิดนาโนแลว้ F A หรือ A F U  อยา่งใดอยา่งหน่ึง 

                                     (4) ถา้ A เป็นทั้งเซตเปิดเล็กสุดนาโนและเซตปิดใหญ่สุดนาโน B เป็นเซต
เปิดนาโนและ F เป็นเซตปิดนาโนในU แลว้ขอ้ต่อไปน้ีเป็นจริง 

                                           (4.1) F A B   

                                           (4.2) A B และ A F U   

                                          (4.3) A B   และ F A  

                                           (4.4) A F U  และ A B    
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5.2 อภิปรายผล และข้อเสนอแนะ 

          5.2.1 อภิปรายผล 

                   ดว้ยผูว้จิยัไดศึ้กษารายละเอียดจากบทความวจิยัเร่ือง On minimal open sets and 

maps in topological spaces ของ Benchalli, S.S., Ittanagi, M., and Wali, R. S. และบทความวจิยั
เร่ือง On nano continuity ของ Lellis Thivagar, M., and Carmel Richard ท าใหบ้ทนิยามและสมบติั
ต่างๆของเซตเปิดเล็กสุดนาโน เซตเปิดใหญ่สุดนาโน เซตปิดเล็กสุดนาโน และเซตปิดใหญ่สุดนา
โนดงัหวัขอ้5.1.1-5.1.3  สอดคลอ้งกบับทความวิจยัของ Lellis Thivagar,M., Kavith, J., and 

Evangeline Kristina Lily, D. เร่ือง Minimal and Maximal Open  Sets in Nano Topological Spaces  
และผลจากการประยกุตใ์ชท้ฤษฎีท่ีไดด้งักล่าวท าใหไ้ดบ้ทแทรกจ านวน 10 บทแทรก นอกจากนั้น
ผูว้จิยัน าความรู้เร่ืองเซตหนาแน่นนาโนและปริภูมิเชิงทอพอโลยยีอ่ยนาโนในโครงงานทาง
คณิตศาสตร์ ของ พรรณราย พั้วป้อง และกฤษดา ศรีวชิา ท าใหไ้ดส้มบติัขอ้ 5.1.2.2. (13) และ 
5.1.2.4 ตามล าดบั 

  5.2.2 ข้อเสนอแนะ 

                      ในอนาคตเราสนใจท่ีจะศึกษาต่อในประเด็นต่อไปน้ี 

                         (1) นิ ยามและศึกษาฟั งก์ชัน ต่อ เน่ืองเล็ก สุดนาโน  (minimal nano continuos 

functions) ฟังกช์นัต่อเน่ืองใหญ่สุดนาโน (maximal nano continuos functions) 
                         (2) นิยามและศึกษาเซตปิดเล็กสุดนยัทัว่ไปนาโน (nano generalized minimal closed 

sets) เซตปิดใหญ่สุดนัยทั่วไปนาโน  (nano generalized maximal closed sets)  บนปริภูมิเชิงทอ
พอโลยนีาโน 
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