
รายงานการวิจัย

คุณลักษณะของสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา
A characterization of Sβ -continuous fixed point property

อาดุลย จงรักษ
สาขาวิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี

มหาวิทยาลัยราชภัฏเพชรบูรณ

ประจำปงบประมาณ 2562



รหัสโครงการ PCRU_2562_KN035

รายงานวิจัยฉบับสมบูรณ

คุณลักษณะของสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา
A characterization of Sβ -continuous fixed point property

อาดุลย จงรักษ สาขาวิชาคณิตศาสตร
คณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี

ทุนอุดหนุนโดย มหาวิทยาลัยราชภัฏเพชรบูรณ
งบประมาณแผนดินที่พิจารณาโดยผานความเห็นชอบ

จากสำนักงานคณะกรรมการวิจัยแหงชาติ
ประเภทโครงการสนับสนุนการวิจัยและนวัตกรรมเพื่อสรางความเปนเลิศทางวิชาการ

ประจำปงบประมาณ 2562



(ก)

ชื่องานวิจัย คุณลักษณะของสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา
ผูวิจัย อาดุลย จงรักษ
สาขาวิชา สาขาวิชาคณิตศาสตร

มหาวิทยาลัยราชภัฏเพชรบูรณ ปเสร็จวิจัย 2562

บทคัดยอ
ในงานวิจัยนี้ เราไดนำความตอเนื่องแบบเอสเบตานิยาม สมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอส

เบตาและศึกษาบางคุณลักษณะของ สมบัติความตอเนื่องแบบเอสเบตาดังกลาวพบวา สำหรับปริภูมิ
เชิงทอพอโลยี (X, τ) ที่เปนปริภูมิเรกูลารและโลคัลลี่อินดีสครีตซึ่งมีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบ
เอสเบตา ถา σ เปนทอพอโลยีสำหรับ X ที่เขมกวา τ และ clG(τ) = clG(σ) สำหรับทุกเซตเปด G ใน
(X,σ) แลว (X,σ) มีสมบัติจุดตรึง
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Abstract
The purpose of this work is to introduce and study a Sβ continuous fixed point

property by using Sβ-continuty. The study shows that, for the regular and locally
indiscrete space (X, τ) with the Sβ continuous fixed point property. If σ is a topology
for X stronger than τ and clG(τ) = clG(σ) for every open set G in σ, then (X, τ) has
the fixed point property.
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บทที่ 1
บทนำ

ฟงกชันหรือการสง (functions or mappings) เปนหัวขอหนึ่งที่สำคัญของ การศึกษาคณิต-
ศาสตรบริสุทธิ์แขนงทอพอโลยีและ การวิเคราะหเชิงฟงกชัน และคุณลักษณะอยางหนึ่งของฟงกชัน
ชนิดพิิเศษอยางหนึ่ง ที่กลาวถึงอยูเสมอคือสมบัติจุดตรึง (fixed point property) เปนลักษณะพิเศษ
ของฟงกชันจำกัด (restriction function) ที่นักคณิตศาสตรไดทำการศึกษากันมาอยางตอเนื่องโดยการ
แยกยอยเปนชนิดหรือแบบตางๆตามลักษณะของฟงกชัน ซึ่งเปนการวิจัยเบื้องตน (basic research) ที่
มุงแสวงหาขอเท็จจริงเกี่ยวกับคุณลักษณะของสมบัติของจุดตรึงของฟงกชันตอเนื่องชนิดพิิเศษ ที่เรา
สนใจในปริภูมิเชิงทอพอโลยี เพื่อทำความเขาใจ เกี่ยวกับปญหาวิจัยรวมถึงสาระสำคัญอื่นๆ ที่เกี่ยวของ
ดังนั้นในบทนี้จะใหรายละเอียดที่สำคัญของที่มาและความสำคัญของปญหาวิจัย วัตถุประสงคของการ
วิจัย ขอบเขตของการวิจัย และประโยชนของการวิจัยโดยมีเนื้อหาสาระสำคัญ ดังตอไปนี้

1.1 ที่มาและความสำคัญ

ปจจุบันการคิดคนหรือการพัฒนาทฤษฎีและองคความรูใหมๆทางวิชาการดาน คณิตศาสตรนั้น
นับวามีบทบาทสำคัญมากตอการพัฒนาเทคโน โลยีสมัยใหม อันเปนสิ่งจำเปนและสำคัญอยางยิ่งตอ
การพัฒนา ประเทศ โดยเฉพาะทฤษฎีบทที่ไดจากการศึกษาปญหาในทาง คณิตศาสตรซึ่งสามารถนำไป
ประยุกตใชไดหลากหลายสาขา อาทิ ฟสิกส วิศวกรรมศาสตร เทคโนโลยี เศรษฐศาสตร เปนตน นักวิจัย
ดานคณิตศาสตรไดการศึกษาเกี่ยวกับ ฟงกชันตอเนื่องแบบตางๆ สมบัติจุดตรึงของความตอเนื่องแบบ
ตางๆ มาอยาง สม่ำเสมอ และสำหรับงานวิจัยเรื่องคุณลักษณะของสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอ
สเบตา ไดรับแรงบันดาลใจจากบทความทาง คณิตศาสตรเรื่อง Sβ−open sets and Sβ−continuity
in topological spaces. เขียนโดย A. B. Khalaf and N. H. Ahmed ซึ่งไดนิยาม เซตเปดแบบเอส
เบตาและความตอเนื่องแบบเอสเบตาพรอมทั้ง ศึกษาสมบัติตางๆ ของเซตและความตอเนื่อง และเรื่อง
δ-fixed point property ซึ่ง F. Cammaroto and T.Noiri ไดทำการศึกษาคุณลักษณะของสมบัติจุด
ตรึงความตอเนื่องแบบเดลตาไว ผูวิจัยมีแนวคิดที่จะใชความรูพื้นฐานเกี่ยวกับการสรางฟงกชัน ตอเนื่อง
แบบเอสเบตาเพื่อเปนแนวทางกำหนดนิยามสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบ เอสเบตา รวมทั้งศึกษา
บางสมบัติของสมบัติจุดตรึงดังกลาว เปนการพัฒนาการเรียนการสอนวิชาทอพอโลยี รวมถึงการศึกษา
ตอยอดการศึกษาคณิตศาสตรในระดับที่สูงขึ้น ของนักศึกษา และผูสนใจทั่วไป ดังนั้นการวิจัยนี้จึงมี
ความสำคัญเปนอยางมากของการวิจัยบริสุทธิ์หรือการวิจัยพื้นฐานทางดานคณิตศาสตรในระดับสากล

1.2 วัตถุประสงค

โครงการวิจัยนี้มีวัตถุประสงค 2 ขอคือ

(1) กำหนดนิยามของสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา

(2) ศึกษาสมบัติของสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตาและพิสูจนทฤษฎีบทที่นำเสนอ
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รูปที่ 1.1: แสดงกรอบแนวคิดในการวิจัย

1.3 ขอบเขตของการดำเนินการ

โครงการวิจัยนี้จะใชความตอเนื่องแบบเอสเบตาในการสรางบทนิยามของสมบัติจุดตรึงความตอ
เนื่องแบบเอสเบตาศึกษาเงื่อนไขที่จำเปนและเพียงพอสำหรับการมีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่อง
แบบเอสเบตา ยกตัวอยางที่เปนเซตจำกัดประกอบบทนิยามและทฤษฎีบท

1.4 วิธีการดำเนินงาน

(1) การศึกษาความรูพื้นฐาน

(2) การศึกษาสมบัติจุดตรึงและความตอเนื่องแบบเอสเบตา

(3) สรางบทนิยามและศึกษาสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา

(4) สรางตัวอยางประกอบบทนิยามที่นำเสนอและ พิสูจนทฤษฎีบทที่นำเสนอ
(5) สรุปผลการวิจัย

1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ

สำหรับโครงการวิจัยนี้ผูวิจัยไดกำหนดบทนิยามสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตาพรอม
ทั้งยังศึกษาสมบัติตางๆของสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา อันจะทำใหเกิดประโยชนที่จะได
รับอยางนอย 4 ประการคือ
(1) ไดสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบใหมที่ใชความตอเนื่องแบบเอสเบตา มาประกอบในการนิยาม

(2) ไดทฤษฎีบทสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตาซึ่งสามารถนำไปใชอางอิง ใหเกิดความ
กาวหนาทางวิชาการ

(3) ไดองคความรูใหมที่จะนำไปตีพิมพเผยแพรในวารสารทางวิชาการอันจะนำไปสูความเขมแข็ง
และความกาวหนาทางวิชาการของนักวิจัยดานคณิตศาสตร
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(4) สงเสริมความมั่นใจใหักับอาจารยที่สอนวิชาทางดานคณิตศาสตร และเปนแนวทางในการทำวิจัย
ใหแกนักวิจัยที่สนใจปญหาเกี่ยวกับสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา สงผลทำใหการ
จัดการเรียนการสอนคณิตศาสตรมีคุณภาพเพิ่มขึ้น



บทที่ 2
ความรูพื้นฐาน

สำหรับบทนี้จะนำเสนอรายละเอียดของความรูพื้นฐาน ที่ไดจากเอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ
ที่นำไปใชในการศึกษาและอางอิงในบทที่ 3 และบทที่ 4 โดยจะกลาวถึงบทนิยาม ทฤษฎีบท สำหรับบาง
ทฤษฎีบท จะไมแสดงการพิสูจนไวผูสนใจสามารถศึกษาไดจาก เอกสารอางอิงที่ระบุตอจากบทนิยาม
หรือทฤษฎีบทและถาหากไมระบุไวแสดงวาเปนความรูพื้นฐานในหนังสือวิชาทอพอโลยีเบื้องตนหรือ
วิชาทอพอโลยีซึ่งสามารถ ศึกษาไดจาก สมพงษ ธรรมพงษา (2532) Dugundji (1966) และ Steen
and Seebach (1978) บทนี้จึงมีรายละเอียดและเนื้อหาสาระสำคัญตอไปนี้

2.1 บทนิยามและทฤษฎีบทสำคัญ

บทนิยาม 2.1.1 ใหX ̸= ∅ และ τ เปนเซตของสับเซตของX เรียก τ วาทอพอโลยี(topology) สำหรับ
X ถา τ มีสมบัติตอไปนี้

(1) ∅, X ∈ τ

(2) ∩n
i=1Gi ∈ τ สำหรับแตละGi ∈ τ เมื่อ i ∈ {1, 2, ..., n}

(3) ∪i∈I Gi ∈ τ สำหรับแตละ{Gi|i ∈ I} ⊆ τ เมื่อ Iเปนเซตดัชนี
เรียกสมาชิกใน τ วาเซตเปดใน X เรียกคูอันดับ (X, τ)วาปริภูมิเชิงทอพอโลยี (topological

space) เรียกอินเตอรเซกชันขอ(2) วาอินเตอรเซกชันจำกัด (finite intersection) เรียกยูเนียนขอ(3) วา
ยูเนียนเลือก (arbitrary union) และเรียกสับเซต F ใน X วาเซตปดในX ถาคอมพลิเมนตของเซต F

เปนเซตเปดใน X

บทนิยาม 2.1.2 ให X เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี A ⊆ X และ x ∈ X

(1) เรียก A วาเนเบอรฮูด (neigbourhood) ของ x ถามี G ∈ τ ที่ x ∈ G ⊆ A ใชสัญลักษณ
η(x)แทนเซตของเนเบอรฮูดทั้งหมดของ x

(2) เรียก x วาสมาชิกอินทีเรีย (interior point) ของ A แทนดวย x ∈ int(A) ถา A เปนเน
เบอรฮูดของ x นั่นคือ int(A) = {x ∈ A|Aเปนเนเบอรฮูดของx}

(3) โคลเชอร (closure) ของ A เขียนแทนดวย cl(A)

ซึ่งหมายถึง cl(A) = {x ∈ X|V ∩A ̸= ∅ สำหรับทุกๆเนเบอรฮูด V ของx}

ทฤษฎีบท 2.1.1 ห(X, τ) เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี และ สำหรับ A,B,G ⊆ X จะไดวา
(1) ถา G ∈ τ แลว int(G) = G

(2) ถา A ⊆ B แลว int(A) ⊆ int(B)

(3) int(A) = ∪
{G|G ∈ τ และ G ⊆ A}

(4) int(A) ⊆ A

(5) int(∅) = ∅
(6) int(X) = X

(7) int(int(A)) = int(A)

(8) int(A ∩B) = int(A) ∩ int(B)

(9) int(A) ∪ int(B) ⊆ int(A ∪B)
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ทฤษฎีบท 2.1.2 ให(X, τ) เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี และ สำหรับ A,B, F ⊆ X จะไดวา
(1) A ⊆ cl(A)

(2) ถา A ⊆ B แลว cl(A) ⊆ cl(B)

(3) A เปนเซตปดก็ตอเมื่อ cl(A) = A

(4) cl(A) = ∩
{F |F เปนเซตปดใน X ที่ A ⊆ F}

(5) cl(cl(A)) = cl(A)

(6) cl(A ∪B) = cl(A) ∪ cl(B)

(7) cl(A ∩B) ⊆ cl(A) ∩ cl(B)

(8) cl(X −A) = X − int(A)

(9) X − cl(A) = int(X −A)

หมายเหตุ สำหรับปริภูมิเชิงทอพอโลยี (X, τ) ไดวา cl(∅) = ∅ และ cl(X) = X

บทนิยาม 2.1.3 ให X และ Y เปนเซต ความสัมพันธ (relations) จาก X ไป Y คือสับเซตของ X×Y

ถา r เปนความสัมพันธแลว (x, y) ∈ r เขียนแทนดวย xry อานวา x สัมพันธกับ y ภายใต r
(1) สำหรับ X ̸= ∅ และ Y ̸= ∅ และ f เปนความสัมพันธจาก X ไป Y เรียก f วาเปน

ฟงกชัน(functions)จาก X ไป Y ถาสำหรับแตละ x ∈ X จะมีสมาชิก y ∈ Y เพียงตัวเดียวเทานั้นที่
(x, y) ∈ f นั่นคือ ถาf เปนฟงกชัน และ (x, y), (x, z) ∈ f แลวจะไดวา y = z f เปนฟงกชันจาก
X ไป Y เขียนแทนดวย f : X → Y และถา (x, y) ∈ f เรียก y วาคาของ f ที่ x ซึ่งแทน y ดวย
f(x)

(2) โดเมน (domain)และเรจน (range) ของ f เขียนแทนดวย Df และ Rf ซึ่งหมายถึง
Df = {x ∈ X|f(x) = y, ∃y ∈ Y } และ Rf = {y ∈ Y |f(x) = y, ∃x ∈ X} ตามลำดับ

(3) สำหรับ A ⊆ X กำหนด f(A) = {y ∈ Y |f(x) = y, ∃x ∈ A}
(4) เรียก f วาเปนฟงกชันทั่วถึง (onto function) ก็ตอเมื่อ Rf = Y

(5) เรียก f วาเปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง (one to one function)
ก็ตอเมื่อ สำหรับแตละ x1, x2 ∈ X ซึ่งถา f(x1) = f(x1) แลว x1 = x2

(6) เรียก f วาเปนฟงกชันเอกลักษณ (identity function)
ก็ตอเมื่อ f(x) = x สำหรับแตละ x ∈ X

(7) สำหรับ A ⊆ X ฟงกชันจำกัดของ f บน A (restriction of f to A)
เขียนแทนดวย f|A กำหนดโดย f|A(x) = x, ∀x ∈ A ซึ่งขอความนี้สมมูลกับ f|A = f ∩ (A × Y )

และถา f : X → Y เปนฟงกชันจำกัดของบางฟงกชัน g : X∗ → Y เมื่อ X ⊆ X∗ แลวเรียก g วา
ฟงกชันขยายของ f (extension of f)

(8) อินเวอรส (inverse) ของฟงกชัน f เขียนแทนดวย f−1 หมายถึง
ความสัมพันธจาก Y ไป X โดยที่ (y, x) ∈ f−1 ก็ตอเมื่อ f(x) = y

(9) สำหรับ B ⊆ Y กำหนด f−1(B) = {x ∈ X|f(x) ∈ B}

บทนิยาม 2.1.4 ให f : X → Y และ g : Y → Z ฟงกชันประกอบของ f กับ g (composition of f
and g) เขียนแทนดวย g ◦ f คือ ฟงกชันจาก X ไป Z กำหนดโดย (g ◦ f)(x) = g(f(x)), ∀x ∈ X

ทฤษฎีบท 2.1.3 ให f : X → Y และ A,B ⊆ X และ C,D ⊆ Y จะไดวา
(1) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B)
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(2) f(A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B)

(3) f(A−B) ⊇ f(A)− f(B)

(4) ถา A ⊆ B แลว f(A) ⊆ f(B)

(5) f(∪iAi) = ∪if(Ai) เมื่อ {Ai}i เปนเซตของสับเซตของ X
(6) f(∩iAi) ⊆ ∩if(Ai) เมื่อ {Ai}i เปนเซตของสับเซตของ X
(7) f−1(C ∪D) = f−1(C) ∪ f−1(D)

(8) f−1(C ∩D) ⊆ f−1(C) ∩ f−1(D)

(9) f−1(C −D) = f−1(C)− f−1(D) และเนื่องจาก f−1(Y ) = X

จึงไดวา f−1(Y −D) = X − f−1(D)

(10) ถา C ⊆ D แลว f−1(C) ⊆ f−1(D)

(11) f−1(∪iCi) = ∪if
−1(Ci) เมื่อ {Ci}i เปนเซตของสับเซตของ Y

(12) f−1(∩iCi) ⊆ ∩if
−1(Ci) เมื่อ {Ci}i เปนเซตของสับเซตของ Y

(13) A ⊆ f−1(f(A)) และ C ⊇ f(f−1(C))

(14) ถา f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งแลว f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B)

และ A = f−1(f(A))

(15) ถา f เปนฟงกชันทั่วถึงแลว C = f(f−1(C))

บทนิยาม 2.1.5 ให(X, τ) และ (Y, σ) เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี และฟงกชัน f : X → Y

(1) เรียก f วาตอเนื่องที่ x ∈ X ก็ตอเมื่อ สำหรับแตละ G ∈ σ ที่ f(x) ∈ G จะมี H ∈ τ ที่
x ∈ H และ f(H) ⊆ G จะเรียก f ตอเนื่องบน X ก็ตอเมื่อ f ตอเนื่องทุก x ∈ X

(2) เรียก f วาฟงกชันเปด (หรือการสงเปด) บน X ก็ตอเมื่อ สำหรับแตละ G ∈ τ ไดวา
f(G) ∈ σ

(3) เรียก f วาฟงกชันตอเนื่องแบบเซไมบน X ก็ตอเมื่อ สำหรับแตละ G ∈ σ ไดวา f−1(G) ∈
SO(X)

(4) เรียก X วามีสมบัติจุดตรึง (fixed point property) เขียนแทนดวย FPP ก็ตอเมื่อ สำหรับ
แตละฟงกชันตอเนื่อง f : X → X จะมี x ∈ X ที่ f(x) = x

หมายเหตุ f ตอเนื่องบน X ก็ตอเมื่อ แตละ G ∈ σ ไดวา f−1(G) ∈ τ

ทฤษฎีบท 2.1.4 ให(X, τ) และ (Y, σ) เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี และฟงกชัน f : X → Y ขอความ
ตอไปนี้สมมูลกัน

(1) f เปนฟงกชันตอเนื่อง
(2) อินเวอรสอิมเมจของแตละเซตปดใน Y เปนเซตปดใน X

(3) อินเวอรสอิมเมจของแตละเซตที่เปนสมาชิกของสับเบสใน Y เปนเซตเปดใน X

(4) สำหรับแตละ x ∈ X และ แตละเนเบอรฮูด W (f(x)) ∈ Y จะมีเนเบอรฮูด V (x) ∈ X ที่
f(V (x)) ⊆ W (f(x))

(5) f(clA) ⊆ clf(A),∀A ⊆ X

(6) cl(f−1(B)) ⊆ f−1(clB),∀B ⊆ Y

ทฤษฎีบท 2.1.5 ให(X, τ) และ (Y, σ) เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี และฟงกชัน f : X → Y ขอความ
ตอไปนี้สมมูลกัน

(1) f เปนฟงกชันเปด(หรือกาารสงเปด)
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(2) int(f−1(B)) ⊆ f−1(int(B)),∀B ⊆ Y

(3) f(int(A)) ⊆ f(int(A)), ∀A ⊆ X

บทนิยาม 2.1.6 ให X เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี A ⊆ X

(1) เรียก A วาเซตเปดแบบแอลฟา (α-open) ถา A ⊆ int(cl(int(A))) Thivagar (1991 :
55-63)

(2) เรียก A วาเซตเปดแบบเซไม (semi-open) ถา A ⊆ cl(int(A)) Levine (1963 : 36-41)
(3) เรียก A วาเซตเปดแบบเบตา (β-open) ถา A ⊆ cl(int(cl(A))) E-Moonsef, El-Deeb

and Mahmoud (1983 : 70-90)
(4) เรียกเซตเปดแบบเซไม A วาเซตเปดแบบเอสเบตา (Sβ-open) ถาแตละ x ∈ A จะมีเซตปด

แบบเบตา F ⊆ X ซึ่ง x ∈ F ⊆ A (E-Moonsef, El-Deeb and Mahmoud (1983 : 70-90) เรียก
F วาเซตปดแบบเบตา ถาคอมพลีเมนตของ F เปนเซตเปดแบบเบตา)

คอมพลีเมนตของเซตเปดแบบเซไม (แอลฟา, เบตา, เอสเบตา) เรียกวา เซตปดแบบเซไม (แอลฟา,
เบตา, เอสเบตา) ตามลำดับ ยูเนียนทั้งหมดของเซตเปดแบบเซไม (แอลฟา, เบตา) ใน X ที่บรรจุใน A

เรียกวา อินทีเรียแบบเซไม (แอลฟา, เบตา) ของ A ตามลำดับ เขียนแทนดวย sint(A)

(αint(A), βint(A)) ตามลำดับ อินเตอร เซกชันทั้งหมดของเซตปดแบบเซไม (แอลฟา, เบตา) ใน
X ที่ Aบรรจุอยู เรียกวา โคลเชอรแบบเซไม (แอลฟา, เบตา) ของ A ตามลำดับ เขียนแทนดวย
scl(A) (αcl(A), βcl(A)) ตามลำดับ แฟมมิลีของสับเซตเปดแบบเซไม (แอลฟา, เบตา, เอสเบตา)
ทั้งหมดใน X เขียนแทนดวย SO(X) (αO(X), βO(X), SβO(X)) ตามลำดับ และแฟมมิลีของสับ
เซตปดแบบเซไม (แอลฟา, เบตา, เอสเบตา) ทั้งหมดใน X เขียนแทนดวย SC(X) (αC(X),
βC(X), SβC(X)) ตามลำดับ

บทนิยาม 2.1.7 Khalaf and Ahmed (2013 : 319-335) ให (X, τ) เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี
(1) สำหรับ N ⊆ X เราเรียก Nวาเนเบอรฮูดแบบ เอสเบตา (Sβ-neigbourhood) ของสับเซต

A ใน X ถามีเซตเปดแบบเอสเบตา U ⊆ X ที่ A ⊆ U ⊆ X เมื่อ A = {x} เรากลาววา N เปนเน
เบอรฮูดแบบเอสเบตาของ x และเซตของเนเบอรฮูดแบบเอสเบตาของ x เขียนแทนดวย Sβη(x)

(2) สำหรับ A ⊆ X และ x ∈ X เราเรียก xวาจุดอินทีเรียแบบเอสเบตา (Sβ-interior point)
ของเซต A ถามีเซตเปดแบบเอสเบตา U ⊆ X ที่บรรจุ x ซึ่ง x ∈ U ⊆ A เขียนเซตของจุดอินทีเรีย
แบบเอสเบตาทั้งหมดของ A ดวยสัญลักษณ Sβint(A) ดังนั้น x ∈ Sβint(A) แสดงวา A ∈ Sβη(x)

นั่นคือ Sβint(A) = {x ∈ X|A ∈ Sβη(x)}
(3) สำหรับA ⊆ X โคลเชอรแบบเอสเบตาของA เขียนแทนดวยSβcl(A) หมายถึง Sβcl(A) =

{x ∈ X|N ∩A ̸= ∅ สำหรับทุกN ∈ Sβη(x)}

หมายเหตุ จากบทนิยาม 2.1.7 พบวาขอความตอไปนี้เปนจริง
(1) Sβint(A) คือเซตเปดแบบเอสเบตาที่ใหญที่สุดที่เปนสับเซตของ A
(2) Sβint(A) =

∪
{G|G ∈ SβO(X) และ G ⊆ A}

สามารถใชบทนิยามแสดงการพิสูจนไดดังนี้

บทพิสูจน (1) ตอนแรกจะแสดงวาSβint(A) เปนเซตเปดแบบเอสเบตา
ให x ∈ Sβint(A) จะไดวามีGx ∈ SβO(X) ที่ทำให x ∈ Gx ⊆ A

เพราะฉะนั้น A เปนเนเบอรฮูดแบบเอสเบตาของทุกสมาชิกใน Gx

นั่นคือสำหรับทุก x ∈ Sβint(A) ไดวา x ∈ Gx ⊆ Sβint(A)
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เพราะฉะนั้น ∪
x∈Sβint(A){x} ⊆

∪
x∈Sβint(A)Gx ⊆ Sβint(A)

เปนผลทำให ∪x∈Sβint(A)Gx = Sβint(A)

และเพราะวายูเนียนเลือกของเซตเปดแบบเอสเบตาเปนเซตเปดแบบเอสเบตา
ดังนั้น Sβint(A) เปนเซตเปดแบบเอสเบตา
จากบทนิยาม 2.1.7 (2) ทำใหไดวา Sβint(A) ⊆ A

ตอไปจะแสดงวา Sβint(A) เปนเซตเปดแบบเอสเบตาที่ใหญที่สุดที่เปนสับเซตของ A
ให G ∈ SβO(X) ที่ G ⊆ A

เนื่องจาก G ⊆ A จึงไดวา A เปนเนเบอรฮูดแบบเอสเบตาของทุกสมาชิกใน G

เพราะฉะนั้น G ⊆ Sβint(A)

นั่นคือ Sβint(A) เปนเซตเปดแบบเอสเบตาที่ใหญที่สุดที่เปนสับเซตของ A
(2) (⊇) เนื่องจาก ∪

{G|G ∈ SβO(X) และ G ⊆ A} เปนเซตเปดแบบเอสเบตาที่เปน
สับเซตของ A และเนื่องจากSβint(A) เปนเซตเปดแบบเอสเบตาที่ใหญที่สุดที่เปน
สับเซตของ A จึงไดวา ∪

{G|G ∈ SβO(X) และ G ⊆ A} ⊆ Sβint(A)

(⊆) เนื่องจาก Sβint(A) เปนเซตเปดแบบเอสเบตาที่เปนสับเซตของ A
เพราะฉะนั้น Sβint(A) ⊆

∪
{G|G ∈ SβO(X) และ G ⊆ A}

ตอไปนี้เปนสมบัติของอินทีเรียแบบเอสเบตาและโคลเชอรแบบเอสเบตาซึ่งมี บางสมบัติ A. B.
Khalaf กับ N. K. Ahmed ยังไมแสดงการพิสูจนไวในบทความ Sβ−open sets and Sβ−continuity
in topological spaces. ผูวิจัยไดดำเนินการแสดงวิธีพิสูจนดังตอไปนี้

ทฤษฎีบท 2.1.6 Khalaf and Ahmed (2013 : 319-335) ให A และ B เปนสับเซตของปริภูมฺิเชิงทอ
พอโลยี X จะไดวาขอความตอไปนี้เปนจริง

(1) A เซตเปดแบบเอสเบตา ก็ตอเมื่อ A = Sβint(A)

(2) ∅ = Sβint(∅) และ X = Sβint(X)

(3) Sβint(A) ⊆ A

(4) ถา A ⊆ B แลว Sβint(A) ⊆ Sβint(B)

(5) Sβint(A) ∪ Sβint(B) ⊆ Sβint(A ∪B)

(6) Sβint(A ∩B) ⊆ Sβint(A) ∩ Sβint(B)

(7) Sβint(A\B) ⊆ Sβint(A)\Sβint(B)

บทพิสูจน (1) (⇒) ให A ∈ Sβint(A) จะแสดงวา A = Sβint(A)

(⊆) ให x ∈ A เนื่องจาก A เปนเซตเปดแบบเอสเบตา
ทำใหไดวา A เปนเนเบอรฮูดแบบเอสเบตาของ x
โดยบทนิยาม 2.1.7 (2) ไดวา x ∈ Sβint(A)

ดังนั้น A ⊆ Sβint(A)

(⊇) โดยบทนิยาม 2.1.7 (2) ไดวา Sβint(A) ⊆ A

จาก (⊆) และ (⊇) จึงไดวา A = Sβint(A)

(⇐) ให A = Sβint(A) และจากขอสังเกต 2.3 (1)
ทำใหไดวา Sβint(A) เปนเซตเปดแบบเอสเบตา
ดังนั้น A เปนเซตเปดแบบเอสเบตา
(2) เนื่องจาก ∅ และ X เปนเซตเปดแบบเอสเบตา



9

โดยขอ (1) ไดวา ∅ = Sβint(∅) และ X = Sβint(X)

(3) เปนจริงตามขอสังเกต 2.1.3 (2)
(4) ให x ∈ Sβint(A)

โดยบทนิยาม 2.7 (2) มี G ∈ SβO(X) ที่ x ∈ G ⊆ A แตเนื่องจาก A ⊆ B

จึงไดวา x ∈ G ⊆ B เปนผลทำให x ∈ Sβint(B)

ดังนั้น Sβint(A) ⊆ Sβint(B)

(5) เนื่องจาก A ⊆ A ∪B และ B ⊆ A ∪B

โดยขอ (3) ไดวา Sβint(A) ⊆ Sβint(A ∪B) และ Sβint(B) ⊆ Sβint(A ∪B)

ดังนั้น Sβint(A) ∪ Sβint(B) ⊆ Sβint(A ∪B)

(6) เปนจริงตามสมบัติอินเตอรเซกชันของเซตและประยุกตใชขอ (4)
(7) ให x ∈ Sβint(A\B)

ดังนั้นมี G ∈ SβO(X) ที่ x ∈ G ⊆ (A\B)

ไดวา x ∈ G ⊆ A และ x ∈ G * B

ทำให x ∈ SβintA และ x /∈ SβintB

จึงไดวา x ∈ (SβintA\SβintB)

นั่นคือ Sβint(A\B) ⊆ SβintA\Sβint(B))

หมายเหตุ จากบทนิยาม 2.1.7 (3) พบวาขอความตอไปนี้เปนจริง
(1) A ⊆ Sβcl(A) สำหรับทุก A ⊆ X

(2) ถา A ⊆ B แลว Sβcl(A) ⊆ Sβcl(B)

ซึ่งสามารถแสดงการพิสูจนไดดังนี้

บทพิสูจน (1) ให x ∈ A และเนื่องจากแตละเนเบอรฮูดแบบเอสเบตาของ x ยอมบรรจุ x
จึงไดวา N ∩A ̸= ∅ สำหรับทุก N ∈ Sβη(x) เปนผลทำให x ∈ Sβcl(A)

ดังนั้น A ⊆ Sβcl(A)

(2) ให x ∈ Sβcl(A) ดังนั้น N ∩A ̸= ∅ สำหรับทุก N ∈ Sβη(x)

แตเนื่องจาก A ⊆ B ทำให N ∩B ̸= ∅ สำหรับทุก N ∈ Sβη(x)

จึงไดวา x ∈ Sβcl(B) ดังนั้น Sβcl(A) ⊆ Sβcl(B)

ทฤษฎีบท 2.1.7 Khalaf and Ahmed (2013 : 319-335) ให F และ E เปนสับเซตของปริภูมฺิเชิงทอ
พอโลยี X จะไดวาขอความตอไปนี้เปนจริง

(1) F เซตปดแบบเอสเบตา ก็ตอเมื่อ F = Sβcl(F )

(2) ∅ = Sβcl(∅) และ X = Sβcl(X)

(3) Sβcl(F ) เปนเซตปดแบบเอสเบตาที่เล็กที่สุด ที่บรรจุ F
(4) Sβcl(F ) ∪ Sβcl(E) ⊆ Sβcl(F ∪ E)

(5) Sβcl(F ∩ E) ⊆ Sβcl(F ) ∩ Sβcl(E)

(6) Sβcl(X\F ) ⊆ X\Sβint(F ) และ X\Sβcl(F ) ⊆ Sβint(X\F )

(7) Sβcl(F ) คืออินเตอรเซกชันทั้งหมดของเซตปดแบบเอสเบตา ที่มี F เปนสับเซต

บทพิสูจน (1) (⇒) ให F ∈ SβC(X)

จะแสดงวา F = Sβcl(F )

(⊆) โดยขอสังเกต 2.1.4 (1) ไดวา F ⊆ Sβcl(F )
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(⊇) ให x ∈ Sβcl(F )

สมมติวา x /∈ F เพราะฉะนั้น x ∈ (X\F ) โดยที่ (X\F ) ∈ SβO(X)

ทำให (X\F ) เปนเนเบอรฮูดแบบเอสเบตาของ x
ดังนั้น (X\F ) ∩ F ̸= ∅ เกิดการขัดแยง
เพราะฉะนั้น x ∈ F ดังนั้น Sβcl(F ) ⊆ F

จาก (⊆) และ (⊇) ไดวา F = Sβcl(F )

(⇐) ให F = Sβcl(F )

จะแสดงวา F เปนเซตปดแบบเอสเบตา
ให x ∈ (X\F ) โดยที่ (X\F ) ∈ SβO(X)

ทำใหไดวา x /∈ F = Sβcl(F )

ดังนั้นมี N ∈ Sβη(x) ซึ่งทำให N ∩ F = ∅
เพราะฉะนั้นมี Gx ∈ SβO(X) ซึ่งทำให x ∈ Gx ⊆ N ⊆ (X\F )

ไดวา {x} ⊆ Gx ⊆ N ⊆ (X\F ) สำหรับทุก x ∈ (X\F )

ไดวา ∪
x∈(X\F ){x} ⊆

∪
x∈(X\F )Gx ⊆ (X\F )

เปนผลให ∪x∈(X\F )Gx = (X\F )

แตเนื่องจาก ∪
x∈(X\F )Gx เปนเซตเปดแบบเอสเบตา

ดังนั้น F เปนเซตปดแบบเอสเบตา
(2) เนื่องจาก ∅ และ X เปนเซตปดแบบเอสเบตา
โดยขอ(1) ไดวา ∅ = Sβcl(∅) และ X = Sβcl(X)

(3) ขั้นตอนแรกจะแสดงวา Sβcl(F ) เปนเซตปดแบบเอสเบตา
ให x ∈ (X\Sβcl(F )) โดยที่ (X\Sβcl(F )) เปนเซตเปดแบบเอสเบตา
ทำใหไดวา x /∈ Sβcl(F )

ดังนั้นมี N ∈ Sβη(x) ซึ่งทำให N ∩ F = ∅
เพราะฉะนั้นมี Gx ∈ SβO(X) ซึ่งทำให x ∈ Gx และ Gx ∩ F = ∅
ไดวา x ∈ Gx และ F ⊆ (X\Gx)

โดยขอสังเกต 2.4 (2) และทฤษฎีบท 2.6 (1)ไดวา x ∈ Gx

และ Sβcl(F ) ⊆ Sβcl(X\Gx) = X\Gx

ไดวา x ∈ Gx ⊆ (X\Sβcl(F )) สำหรับทุก x ∈ (X\Sβcl(F ))

ไดวา {x} ⊆ Gx ⊆ (X\Sβcl(F )) สำหรับทุก x ∈ (X\Sβcl(F ))

ไดวา ∪
x∈(X\Sβcl(F )){x} ⊆

∪
x∈(X\Sβcl(F ))Gx ⊆ (X\Sβcl(F ))

เปนผลให ∪x∈(X\Sβcl(F ))Gx = (X\Sβcl(F ))

แตเนื่องจาก ∪
x∈(X\Sβcl(F ))Gx เปนเซตเปดแบบเอสเบตา

ดังนั้น Sβcl(F ) เปนเซตปดแบบเอสเบตา
ตอไปจะแสดงวา Sβcl(F ) เปนเซตปดแบบเอสเบตาที่เล็กที่สุดที่ F ⊆ Sβcl(F )

ให E เปนเซตปดแบบเอสเบตาที่มี F ⊆ E

โดยขอสังเกต 2.1.4 (2) และทฤษฎีบท 2.1.6 (1)ไดวา Sβcl(F ) ⊆ Sβcl(E) = E

(4) เนื่องจาก F ⊆ F ∪ E และ E ⊆ F ∪ E

โดยขอสังเกต 2.1.4 (3) ไดวา Sβcl(F ) ⊆ Sβcl(F ∪ E) และ Sβcl(E) ⊆ Sβcl(F ∪ E)

ดังนั้น Sβcl(F ) ∪ Sβcl(E) ⊆ Sβcl(F ∪ E)

(5) ให x ∈ Sβcl(F ∩ E)
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ดังนั้นสำหรับทุกๆ N ∈ Sβη(x) จะทำให N ∩ (F ∩ E) ̸= ∅
ทำให N ∩ F ̸= ∅ และ N ∩ E ̸= ∅
เปนผลใหไดวา x ∈ Sβcl(F ) และ x ∈ Sβcl(E)

เพราะฉะนั้น x ∈ (Sβcl(F ) ∩ Sβcl(E))

นั่นคือ Sβcl(F ∩ E) ⊆ Sβcl(F ) ∩ Sβcl(E)

(6) จะแสดงวา Sβcl(X\F ) ⊆ X\Sβint(F )

ให x ∈ Sβcl(X\F )

จะไดวา N ∩ (X\F ) ̸= ∅ สำหรับทุก N ∈ Sβη(x)

ดังนั้นมี y ∈ N และ y /∈ F สำหรับทุก N ∈ Sβη(x)

แตเนื่องจาก Sβint(F ) ⊆ F จึงไดวา x /∈ Sβint(F )

ทำให x ∈ X\Sβint(F )

นั่นคือ Sβcl(X\F ) ⊆ X\Sβint(F )

สำหรับการพิสูจน X\Sβcl(F ) ⊆ Sβint(X\F )

สามารถแสดงการพิสูจนในทำนองเดียวกัน
(7) จะแสดงวา Sβcl(F ) =

∩
{E|EเปนเซตปดแบบเอสเบตาและF ⊆ E}

เนื่องจากอินเตอรเซกชันเลือกของเซตปดแบบเอสเบตา ยังคงเปนเซตปดแบบเอสเบตา
ดังนั้น ∩

{E|Eเปนเซตปดแบบเอสเบตา และF ⊆ E} เปนเซตปดแบบเอสเบตา
และ F ⊆

∩
{E|EเปนเซตปดแบบเอสเบตาและF ⊆ E}

โดยทฤษฎีบท 2.1.6 (3) ไดวา Sβcl(F ) ⊆
∩
{E|EเปนเซตปดแบบเอสเบตาและF ⊆ E}

เนื่องจาก F ⊆ Sβcl(F ) และ Sβcl(F ) เปนเซตปดแบบเอสเบตา
ไดวา ∩

{E|EเปนเซตปดแบบเอสเบตาและF ⊆ E} ⊆ Sβcl(F )

ดังนั้น Sβcl(F ) =
∩
{E|EเปนเซตปดแบบเอสเบตาและF ⊆ E}

บทนิยาม 2.1.8 Mashhoour, El-Monsef and El-deeb (1982 : 47-53) ให (X, τ) เปนปริภูมิเชิง
ทอพอโลยี จะกลาววา X เปนปริภูมิโลคอลลี่อินดิสครีต (locally indiscrete space) ก็ตอเมื่อ สำหรับ
แตละเซตเปด U ใน X ไดวา U เซตปดใน X

ทฤษฎีบท 2.1.8 Khalaf and Ahmed (2013 : 319-335) ให (X, τ) เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี จะได
วาขอความตอไปนี้เปนจริง

(1) ถา G ∈ τ แลว G ∈ SO(X)

(2) ถา X เปนปริภูมิโลคอลลี่อินดิสครีตและ G ∈ SO(X) แลว G ∈ SβO(X)

(3) ถา X เปนปริภูมิโลคอลลี่อินดิสครีตและ G ∈ O(X) แลว G ∈ SβO(X)

ทฤษฎีบท 2.1.9 Khalaf and Ahmed (2013 : 319-335) ให(X, τ) และ (Y, σ) เปนปริภูมิเชิงทอ
พอโลยี และฟงกชัน f : X → Y จะไดวาขอความตอไปนี้สมมูลกัน

(1) f เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา
(2) สำหรับแตละ B ∈ O(Y ) ไดวา f−1(B) ∈ SβO(X)

(3) สำหรับแตละ B ∈ C(Y ) ไดวา f−1(B) ∈ SβC(X)

(4) สำหรับแตละ A ⊆ X ไดวา f(Sβcl(A)) ⊆ clf(A)

(5) สำหรับแตละ A ⊆ X ไดวา intf(A) ⊆ f(Sβint(A))

(6) สำหรับแตละ B ⊆ Y ไดวา Sβclf
−1(B) ⊆ f−1(clB)
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(7) สำหรับแตละ B ⊆ Y ไดวา f−1(intB) ⊆ Sβintf
−1(B)

ทฤษฎีบท 2.1.10 Khalaf and Ahmed (2013 : 319-335) ให f : (X, τ) → (Y, σ) เปนฟงกชัน
แบบทั่วถึง (onto) จะไดวาขอความตอไปนี้สมมูลกัน

(1) f เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา
(2) สำหรับแตละ B ⊆ Y ไดวา f(int(clf−1(U))) ⊆ f−1(clB) และ f−1(clB) =

∩
i∈I Vi

ซึ่ง Vi ∈ βO(X).
(3) สำหรับแตละ B ⊆ Y ไดวา f−1(intB) ⊆ clintf−1(B) และ f−1(intB) =

∪
i∈I Fi

ซึ่ง Fi ∈ βC(X).
(4) สำหรับแตละ A ⊆ X ไดวา f(intclf(A)) ⊆ clf(A) และ f−1(clf(A)) =

∩
i∈I Vi ซึ่ง

Vi ∈ βO(X)

ทฤษฎีบท 2.1.11 Khalaf and Ahmed (2013 : 319-335) ให (X, τ)เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี ซึ่ง
A ⊆ Y ⊆ X และ A ∈ SβO(X)

ถา Y เปนเซตเปดแบบแอลฟาแลว A ∈ SβO(Y )

บทนิยาม 2.1.9 Khalaf and Ahmed (2013 : 319-335) ให (X, τ) และ (Y, σ) เปนปริภูมิเชิงทอ
พอโลยี และฟงกชัน f : X → Y

จะกลาววา f ตอเนื่องแบบเอสเบตา (Sβ-continuous) ที่ x ∈ X ก็ตอเมื่อ สำหรับแตละเซตเปด V

ใน Y ที่ f(x) ∈ V จะมีเซตเปดแบบเอสเบตา U ใน X ที่ x ∈ U และ f(U) ⊆ V

จะเรียก f ตอเนื่องแบบเอสเบตาบน X ก็ตอเมื่อ f ตอเนื่องทุก x ∈ X

บทนิยาม 2.1.10 Levine (1963 : 36-41) ให (X, τ) เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี และ A ⊆ X จะเรียก
A วารีแทรกความตอเนื่องแบบเซไม (semi-continuous retract) ของ X ถา มีฟงกชันความตอเนื่อง
แบบเซไม f : X → A ซึ่ง f|A เปนฟงกชันเอกลักษณบน A นั่นคือ f(x) = x, ∀x ∈ A และเรียก f

วารีแทรกชันความตอเนื่องแบบเซไม (semi-continuous retraction)

ทฤษฎีบท 2.1.12 Khalaf and Ahmed (2013 : 319-335) ให (X, τ) และ (Y, σ) เปนปริภูมิเชิงทอ
พอโลยี และฟงกชัน f : X → Y

จะไดวาขอความตอไปนี้สมมูลกัน
(1) f ตอเนื่องแบบเอสเบตาบน X

(2) f−1(V ) เปนเซตเปดแบบเอสเบตาใน X สำหรับทุกๆ เซตเปด V ใน Y

(3) f−1(F ) เปนเซตปดแบบเอสเบตาใน X สำหรับทุกๆ เซตปด F ใน Y

(4) f(Sβcl(A)) ⊆ f(Sβint(A)) สำหรับทุกๆ A ⊆ X

(5) intf(A) ⊆ f(A) สำหรับทุกๆ A ⊆ X

(6) Sβclf
−1(B) ⊆ f−1cl(B) สำหรับทุกๆ B ⊆ Y

(7) f−1(int(B)) ⊆ Sβint(f
−1(B)) สำหรับทุกๆ B ⊆ Y

หมายเหตุ Khalaf and Ahmed (2013 : 319-335) พบวา ทุกๆ ฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตาเปน
ฟงกชันตอเนื่องแบบเซไม



บทที่ 3
การดำเนินการวิจัย

ในการวิจัยนี้ เปนการศึกษาคุณลักษณะของสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตาซึ่งตอง
สรางบทนิยามจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตาและศึกษาคุณสมบัติของจุดตรึงความตอเนื่องแบบ
เอสเบตา ดังกลาวโดยมีระเบียบวิธีดำเนินการวิจัยตามหัวขอดังนี้ ศึกษาความรูพื้นฐาน ศึกษาเซตเปด
แบบเอสเบตา และความตอเนื่องแบบเอสเบตา สรางบทนิยามและศึกษาสมบัติของจุดตรึงความตอ
เนื่องแบบเอสเบตา สรางตัวอยางประกอบบทนิยามที่นำเสนอและ พิสูจนทฤษฎีบทที่นำเสนอ และ
หัวขอสุดทายเปนสรุปผลการวิจัย

3.1 การศึกษาความรูพื้นฐาน

ผูวิจัยดำเนินการศึกษาความรูพื้นฐานที่เกี่ยวของกับงานวิจัยอันไดแก บทนิยาม ทฤษฎีบท ของ
เซตเปด เซตปด เนเบอรฮูด ความตอเนื่อง และจุดตรึงความตอเนื่อง ซึ่งศึกษาจากตำราทอพอโลยี
ทั่วไป ศึกษาเซตเปดแบบเอสเบตา และความตอเนื่องแบบเอสเบตา จากบทความวิจัยของ Khalaf and
Ahmed (2013 : 319-335) และ Cammaroto and Noiri (1990 : 45-50) เพื่อเปนแนวทางการ
ศึกษาจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา

3.2 การศึกษาความตอเนื่องแบบเอสเบตาและสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเดลตา

ในการศึกษาความตอเนื่องแบบเอสเบตาผูดำเนินการวิจัยศึกษาจากบทความวิจัยเรื่อง Sβ-open
sets and Sβ -continuity in topological spaces ของ A. B. Khalaf และ N. K. Ahmed สำหรับ
สมบัติจุดตรึงความตอเนืองแบบเดลตานั้นผูดำเนินการวิจัยศึกษาจากบทความวิจัยเรื่อง On the δ -
continuous fixed point property ของ F. Cammaroto และ T. Noiri อีกทั้งยังศึกษาแนวคิดการ
นิยาม Strongly θ -semi-continuous fixed point property จากบทความวิจัยเรื่อง On strongly
θ-semi-continuous function ของ N. Puturong

3.3 สรางบทนิยามรีแทรกชันความตอ เนื่องแบบเอสเบตาและบทนิยามสมบัติจุดตรึง
ความตอเนื่องแบบเอสเบตา

ผูวิจัยกำหนดบทนิยามเซตรีแทรกชันความตอเนื่องแบบเอสเบตาดังนี้
บทนิยาม ให (X, τ) เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยีและA ⊆ X จะกลาววา A เปนรีแทรกความตอเนื่อง
แบบเอสเบตาของ X ถามีฟงกชันความตอเนื่องแบบเอสเบตา f : X → A ซึ่ง f เปนฟงกชันเอก-
ลักษณบน A นั่นคือ f(x) = x,∀x ∈ A และเราเรียก f วา รีแทรกชันความตอเนื่องแบบเอส
เบตา(Sβ-continuous retraction)

ผูวิจัยกำหนดบทนิยามจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตาดังนี้
บทนิยาม ให (X, τ) เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี จะกลาววา ปริภูมิ X มี สมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบ
เอสเบตา (Sβ-continuous fixed point property) ถาแตละฟงกชัน f : X → X

ที่เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา จะมี x ∈ X ซึ่ง f(x) = x
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X มีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา เขียนแทนดวย X มี SβcFPP

สำหรับในการศึกษาสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา ผูวิจัยสรางทฤษฏีบทที่เกี่ยวของ
กับสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตาดังนี้

ทฤษฎีบท ให (X, τ) เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี และ A เปนเซตเปดหรือไมก็เปนเซตหนาแนนใน X ถา
X มีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา (SβcFPP ) และ A เปนเซตรีแทรกความตอเนื่องแบบ
เอสเบตาแลว A มีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา (SβcFPP )

ทฤษฎีบท ให (X, τ) เปนปริภูมิ เรกูลารและโลคัลลี่อินดิสครีต (regular and locally indiscrete
space) ซึ่งมีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา (SβcFPP ) ถา σ เปนทอพอโลยีสำหรับ X ที่
เขมกวา (stronger) τ และ clG(τ) = clG(σ) สำหรับทุกเซตเปด G ใน (X,σ) แลว (X,σ) มีสมบัติ
จุดตรึง (FPP )

3.4 การศึกษาความสัมพันธระหวางรีแทรกชันความตอเนื่องแบบเอสเบตาและสมบัติจุด
ตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา

จากการศึกษารีแทรกชันความตอเนื่องแบบเอสเบตาและสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอส
เบตาพบวา สำหรับ (X, τ) ที่เปนปริภูมิเรกูลารซึ่งมีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา และ A

เปนทั้งเซตเปดและเซตปดใน X ถา A เปนเซตรีแทรกความตอเนื่องแบบเอสเบตาของ X แลว A มี
สมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา ซึ่งผูวิจัยแสดงรายละเอียดการพิสูจนไวในบทที่ 4

3.5 การสรางตัวอยางประกอบบทนิยามที่นำเสนอและพิสูจนทฤษฎีบท

ผูวิจัยดำเนินการสรางตัวอยางที่สอดคลองกับบทนิยามและไมสอดคลองกับบทนิยามดังนี้
ตัวอยาง ให X = {a, b, c, d}

τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, b, c}} เปนทอพอโลยีบน X

มีฟงกชันบน X ที่เปนความตอเนื่องแบบเอสเบตา ไดแก fi : X → X สำหรับ i = 0, 1, 2, 3, 4

โดยนิยามดังนี้
f0 เปนฟงกชันเอกลักษณ
f1(a) = b, f1(b) = a, f1(c) = c, และf1(d) = d
f2(a) = a, f2(b) = c, f2(c) = b, และf2(d) = d
f3(a) = a, f3(b) = b, f3(c) = d, และf3(d) = c

f4(a) = a, f4(b) = c, f4(c) = b, และf4(d) = d เปนตน
ซึ่งฟงกชันเหลานี้ตางก็ที่ทำให X มีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา

จากบทนิยามสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา การที่ Xไมมีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่อง
แบบเอสเบตาหมายถึงขอความตอไปนี้

สำหรับปริภูมิเชิงทอพอโลยี (X, τ) จะกลาววา X ไมมี สมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอส
เบตา (no Sβ-continuous fixed point property) ถามีฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา f : X → X

ซึ่ง f(x) ̸= x สำหรับทุกๆ x ∈ X เขียนแทนดวย X ไมมี SβcFPP มีตัวอยางที่ X ไมมีสมบัติจุด
ตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา
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ตัวอยาง ให X = {p, q, r}, σ = {∅, {p}, {p, q}X} เปนทอพอโลยีบน X

พิจารณา f : X → X เปนฟงกชันซึ่งนิยามโดย f(p) = q, f(r) = q, และf(q) = r

จะพบวา f เปนฟงกชันความตอเนื่องแบบเอสเบตาและ X ไมมีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบ
เอสเบตา

3.6 สรุปผลการวิจัย

เมื่อดำเนินการตามขั้นตอนขางตนจึงไดผลการวิจัยดังตอไปนี้ คือสำหรับปริภูมิเชิงทอพอโลยี
(X, τ) ที่เปนปริภูมิเรกูลารและโลคัลลี่อินดิสครีต และมีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา ถา
σ เปนทอพอโลยีสำหรับ X ที่เขมกวา (stronger) τ และ clG(τ) = clG(σ) สำหรับทุกเซตเปด G ใน
(X,σ) แลว (X,σ) มีสมบัติจุดตรึง



บทที่ 4
ผลดำเนินการวิจัย

ในบทนี้จะกลาวถึงผลลัพธของงานวิจัยนี้ซึ่งประกอบดวย บทนิยามสมบัติจุดตรึงความตอเนื่อง
แบบเอสเบตา ตัวอยางที่สอดคลองกับ บทนิยาม ตัวอยางที่แสดงใหทราบวาการมีสมบัติจุดตรึงความ
ตอเนื่องแบบเอสเบตา ไมเกี่ยวพันกับการมีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบอื่นๆ ซึ่งเริ่มตนดวยรีแทรก
ชันความตอเนื่องแบบเอสเบตา ความสัมพันธระหวางการสงเปดแบบเอสเบตากับความตอเนื่องแบบ
เอสเบตา และตอนทาย เปนทฤษฎีบทสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา ตามลำดับดังตอไปนี้

4.1 รีแทรกชันความตอเนื่องแบบเอสเบตา

บทนิยาม 4.1.1 ให (X, τ) เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยีและ A ⊆ X จะกลาววา A เปนรีแทรกความตอ
เนื่องแบบเอสเบตาของ X ถามีฟงกชันความตอเนื่องแบบเอสเบตา f : X → A ซึ่ง f เปนฟงกชัน
เอกลักษณบน A นั่นคือ f(x) = x, ∀x ∈ A และเราเรียก f วา รีแทรกชันความตอเนื่องแบบเอสเบตา
(Sβ-continuous retraction)

ตัวอยาง 4.1.1 ให X = {a, b, c, d}
A = {a, b, c}
τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, b, c}} เปนทอพอโลยีบน X

กำหนดฟงกชัน f : X → X โดยที่
f(a) = a

f(b) = b และ
f(c) = f(d) = c

จงแสดงวา f เปนรีแทรกชันความตอเนื่องแบบเอสเบตาบน X

วิธีทำ ตอนแรกจะตองแสดงวา f เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา
จากนั้นแสดงวา f : X → A เปนฟงกชันเอกลักษณบน A

พิจารณาปริภูมิ X และให G เปนสับเซตของ X
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ตารางที่ 4.1: แสดงโคลเชอรของอินทีเรียของสับเซต G และคอมพลีเมนตของสับเซต G

G int(G) cl(int(G)) cl(G) int(cl(G)) cl(int(cl(G))) X\G
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ X

X X X X X X ∅
{a} {a} {a, c, d} {a, c, d} {a} {a, c, d} {b, c, d}
{b} {b} {b, c, d} {b, c, d} {b} {b, c, d} {a, c, d}
{c} ∅ ∅ {c, d} ∅ ∅ {a, b, d}
{d} ∅ ∅ {c, d} ∅ ∅ {a, b, c}
{a, b} {a, b} X X X X {c, d}
{a, c} {a} {a, c, d} {a, c, d} {a} {a, c, d} {b, d}
{a, d} {a} {a, c, d} {a, c, d} {a} {a, c, d} {b, c}
{b, c} {b} {b, c, d} {b, c, d} {b} {b, c, d} {a, d}
{b, d} {b} {b, c, d} {b, c, d} {b} {b, c, d} {a, c}
{c, d} ∅ ∅ {c, d} ∅ ∅ {a, b}
{a, b, c} {a, b, c} X X X X {d}
{a, b, d} {a, b} X X X X {c}
{a, c, d} {a} {a, c, d} {a, c, d} {a} {a, c, d} {b}
{b, c, d} {b} {b, c, d} {b, c, d} {b} {b, c, d} {a}

ทำใหไดวา SO(X) = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, c}, {b, d}, {a, b, c},
{a, b, d}, {a, c, d}, {b, c, d}, } = βO(X)

เปนผลให βC(X) = {X, ∅, {b, c, d}, {a, c, d}, {c, d}, {b, d}, {b, c}, {a, d}, {a, c},
{d}, {c}, {b}, {a}}

ดังนั้น SβO(X) = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, c}, {b, d}, {a, b, c},
{a, b, d}, {a, c, d}, {b, c, d}}

จากการนิยาม f เปนผลทำให

f−1(∅) = ∅ ∈ SβO(X)

f−1({a}) = {a} ∈ SβO(X)

f−1({b}) = {b} ∈ SβO(X)

f−1({a, b}) = {a, b} ∈ SβO(X)

และ f−1(X) = X ∈ SβO(X)

เนื่องจาก f(a) = a, f(b) = b และ f(c) = c

พบวา f : X → A เปนฟงกชันเอกลักษณบน A และ f : X → X เปนฟงกชันตอเนื่องแบบ
เอสเบตาบน X โดยนิยามของรีแทรกชันความตอเนื่องแบบเอสเบตา จึงไดวา f เปนรีแทรกชัน
ความตอเนื่องแบบเอสเบตา หรือสับเซต A เปนรีแทรกความตอเนื่องแบบเอสเบตาของ X

หมายเหตุ จากตัวอยาง 4.1.1 พบวาสำหรับฟงกชันเอกลักษณ i : X → X ที่เปนฟงกชันตอ
เนื่องแบบเอสเบตาจะเปนรีแทรกชันความตอเนื่องแบบเอสเบตาเสมอ
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ทฤษฎีบท 4.1.2 Khalaf and Ahmed (2013 : 319-335) ถาฟงกชัน f : (X, τ) → (Y, σ) เปน
ฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา และ A ⊆ X ที่เปนทั้งเซตเปดและเซตปดแลวฟงกชันจำกัด
f|A : A → Y เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา

บทพิสูจน ให B เปนเซตเปดใน Y ตอนแรกจะแสดงวา f−1(B) ∈ SβO(X)

ถา f−1(B) = ∅ จะไดวา f−1(B) เปนเซตเปดแบบเอสเบตาใน X

ถา f−1(B) ̸= ∅ จะไดวามี x ∈ X ที่ x ∈ f−1(B)

เปนผลทำให f(x) ∈ f(f−1(B)) ⊆ B

เนื่องจาก f เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา
ดังนั้นมีเซตเปดแบบเอสเบตา G ⊆ X ซึ่งบรรจุ x ที่ f(G) ⊆ B

ดังนั้น x ∈ G ⊆ f−1(f(G)) ⊆ f−1(B)

เปนผลให ∪x∈f−1(B){x} ⊆ ∪x∈f−1(B)G ⊆ ∪x∈f−1(B)f
−1(B), ∀x ∈ f−1(B)

ทำให ∪x∈f−1(B)G = f−1(B) เปนเซตเปดแบบเอสเบตาใน X

เนื่องจาก A เปนเซตเปดซึ่งทำให A เปนเซตเปดแบบแอลฟา
โดยทฤษฎีบท 2.11 ทำให f−1(B) ∩A = (f|A)

−1(B) ∈ SβO(A)

ดังนั้น f|A เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา

เมื่อพิจารณาการนิยามฟงกชันจำกัดในบทนิยาม 2.1.3 และจากทฤษฎีบท 4.1.1 จะพบวา A

เปนรีแทรกความตอเนื่องแบบเอสเบตาของ X และใชความสัมพันธระหวางฟงกชันตอเนื่องแบบเอส
เบตา กับความตอเนื่องแบบเซไม จะไดบทแทรกตอไปนี้

บทแทรก 4.1.3 ให (X, τ) เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี A ⊆ X ที่เปนทั้งเซตเปดและเซตปด ถา A เปน
รีแทรกความตอเนื่องแบบเอสเบตาของ X แลว A เปนรีแทรกความตอเนื่องแบบเซไมของ X

บทพิสูจน โดยทฤษฎีบท 4.1.1 และ ขอสังเกต 2.1.5
จะไดวา A เปนรีแทรกความตอเนื่องแบบเซไมของ X
ในหัวขอตอไปนี้เปนการนำเสนอความสัมพันธของฟงกชันสองฟงกชันซึ่งทั้งสองฟงกชันนี้ตางก็

นำเซตเปดแบบเอสเบตามาประกอบในการนิยาม

4.2 ความสัมพันธระหวางการสงเปดแบบเอสเบตากับความตอเนื่องแบบเอสเบตา

การสงเปดแบบเอสเบตากับความตอเนื่องแบบเอสเบตาไมมี ความเกี่ยวพันกันหรือเปนอิสระตอ
กันนั่นคือมีบางฟงกชันเปน สงเปดแบบเอสเบตาแตไมเปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา ดังตัวอยาง
4.1.1 เพราะวา f−1({c}) = {c, d} /∈ SβO(X) โดยทฤษฎีบท 2.1.3 ไดวา ไมตอเนื่องแบบเอสเบตา
บน X และมีบางฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา แตไมเปนการสงเปดแบบเอสเบตา ดังตัวอยาง 4.2.1
ตอไปนี้

ตัวอยาง 4.2.1 ให Y = {p, q, r}, σ = {∅, {r}, Y } เปนทอพอโลยีบน Y สำหรับ X และ τ เชน
เดียวกับตัวอยาง 4.1.1 และ f : X → Y เปนฟงกชันซึ่งนิยามโดย f(a) = f(d) = r, f(b) = p

และf(c) = q จงแสดงวา f เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา แตไมเปนการสงเปดแบบเอสเบตา
วิธีทำ พิจารณาปริภูมิ Y และให A เปนสับเซตของ Y
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ตารางที่ 4.2: แสดงโคลเชอรของอินทีเรียของสับเซต A และคอมพลีเมนตของสับเซต A

A int(A) cl(int(A)) cl(A) int(cl(A)) cl(int(cl(A))) Y \A
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ X

Y Y Y Y Y Y ∅
{p} ∅ ∅ {p, q} ∅ ∅ {q, r}
{q} ∅ ∅ {p, q} ∅ ∅ {p, r}
{r} {r} Y Y Y Y {p, q}
{p, q} ∅ ∅ {p, q} ∅ ∅ {r}
{p, r} {r} Y Y Y Y {q}
{q, r} {r} Y Y Y Y {p}

ไดวา

SO(Y ) = {∅, Y, {r}, {p, r}, {q, r}} = βO(Y )

βC(Y ) = {Y, ∅, {p, q}, {q}, {p}}

ดังนั้น SβO(Y ) = {∅, Y }

จากการนิยาม f จะไดวา
f(∅) = ∅, f(a) = r, f(b) = p, f(c) = q, f(d) = rและf(X) = Y

พบวา f−1(∅) = ∅ ∈ SβO(X)

f−1({r}) = {a, d} ∈ SβO(X)

และ f−1(Y ) = X ∈ SβO(X)

โดยทฤษฎีบท 2.1.3 จึงไดวา f ตอเนื่องแบบเอสเบตาบน X

แตมี {a, b} ∈ SβO(X)ซึ่ง f({a, b}) = {p, r} /∈ σ

ดังนั้น f ไมเปนสงเปดแบบเอสเบตาบน X

ตัวอยางตอไปนี้เปนการแสดงวา มีฟงกชันที่เปนทั้งการสงเปดแบบเอสเบตาและ ตอเนื่องแบบเอ
สเบตา

ตัวอยาง 4.2.2 ให X = {a, b, c} τ = {∅, {a, b}, X} เปนทอพอโลยีบน X และ i เปนฟงกชัน
เอกลักษณบน X จงแสดงวา i เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา และสงเปดแบบเอสเบตาบน X

วิธีทำ พิจารณาปริภูมิ X และให H เปนสับเซตของ X
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ตารางที่ 4.3: แสดงโคลเชอรของอินทีเรียของสับเซต H และคอมพลีเมนตของสับเซต H

H int(H) cl(int(H)) cl(H) int(cl(H)) cl(int(cl(H))) X\H
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ X

X X X X X X ∅
{a} ∅ ∅ X X X {b, c}
{b} ∅ ∅ X X X {a, c}
{c} ∅ ∅ {c} ∅ ∅ {a, b}
{a, b} {a, b} X X X X {c}
{a, c} ∅ ∅ X X X {b}
{b, c} ∅ ∅ X X X {a}

ไดวาSO(X) = {∅, X, {a, b}}

βO(X) = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}, {b, c}}

และ βC(X) = {X, ∅, {b, c}, {a, c}, {c}, {b}, {a}}

ดังนั้นSβO(X) = {∅, X, {a, b}}

เนื่องจาก i เปนฟงกชันเอกลักษณทำใหไดวา

f−1(∅) = ∅ ∈ SβO(X)

f−1({a, b}) = {a, b} ∈ SβO(X)

และ f−1(X) = X ∈ SβO(X)

โดยทฤษฎีบท 2.1.3 จึงไดวา i ตอเนื่องแบบเอสเบตาบน X

ในทำนองเดียวกัน

f(∅) = ∅ ∈ τ

f({a, b}) = {a, b} ∈ τ

และf(X) = X ∈ τ

ดังนั้น i เปนการสงเปดแบบเอสเบตาบน X
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4.3 สมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา

ทฤษฎีบท 4.3.1 ให (X, τ) เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี และ A เปนเซตเปดหรือไมก็เปนเซตหนาแนน
ใน X ถา X มีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา (SβcFPP ) และ A เปนเซตรีแทรกความตอ
เนื่องแบบเอสเบตาแลว A มีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา (SβcFPP )

X

X

A

A

j ◦ F

F

f

j

รูปที่ 4.1: แสดง A มีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา

บทพิสูจน จะแสดงวา A มี SβcFPP

ให f : A → A เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา
เนื่องจาก A เปนเซตรีแทรกความตอเนื่องแบบเอสเบตาของ X
ดังนั้นเราสามารถขยายเปนฟงกชันความตอเนื่องแบบเอสเบตา F : X → A

ให j : A → X เปนฟงกชันอินคลูชัน
ถา V เปนเซตเปดใน X แลวจะไดวา f−1(V ) = A ∩ V เปนเซตเปดในปริภูมิยอย A

ดังนั้น F−1(j−1(V )) = (j ◦ F )−1(V ) เปนเซตเปดแบบเอสเบตาใน X

ทำใหไดวา j ◦ F : X → X เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา
แตเนื่องจาก X มี SβcFPP

ทำใหมี x ∈ A ⊆ X ที่ x = (j ◦ F )(x) = j(F (x)) = j(f(x)) = f(x)

นั่นคือ A มี SβcFPP

ทฤษฎีบท 4.3.2 ให (X, τ) เปนปริภูมิเรกูลารและโลคัลลี่อินดิสครีต (regular and locally indiscrete
space) ซึ่งมีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา (SβcFPP ) ถา σ เปนทอพอโลยีสำหรับ X ที่
เขมกวา (stronger) τ และ clG(τ) = clG(σ) สำหรับทุกเซตเปด G ใน (X,σ) แลว (X,σ) มีสมบัติ
จุดตรึง (FPP )

บทพิสูจน ให f : (X,σ) → (Y, σ) เปนฟงกชันตอเนื่อง
g : (X,σ) → (Y, τ)

h : (X, τ) → (Y, τ) นิยามโดย h(x) = f(x) = g(x) สำหรับทุก x ∈ X

i : (X, τ) → (Y, σ) เปนฟงกชันเอกลักษณ
จากกำหนด τ ⊂ σ และ i เปนฟงกชันเอกลักษณ
ดังนั้นสำหรับแตละเซตเปด O ใน(X, τ) ไดวา i(O) = O เปนเซตเปดใน (X,σ)

ทำใหไดวา i เปนฟงกชันเปด หนึ่งตอหนึ่ง และทั่วถึง



22

ตอไปจะแสดงวา g เปนฟงกชันตอเนื่อง
ให G เปนเซตเปดใน (X, τ)

เพราะวา i เปนฟงกชันเปดจึงไดวา i(G) เปนเซตเปดใน (X,σ)

แตเนื่องจาก f = i ◦ g เปนฟงกชันตอเนื่อง
ทำให (i ◦ g)−1(i(G)) = g−1(i−1(i(G))) = g−1(G) เปนเซตเปดใน (X,σ)

ดังนั้น g เปนฟงกชันตอเนื่อง
ตอไปจะแสดงวา h เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตาบน X

ให x ∈ X และ h(x) ∈ V สำหรับแตละเซตเปด V ใน (X, τ)

ทำใหไดวา V c เปนเซตปดใน (X, τ) และ h(x) /∈ V c

แตจากกำหนด (X, τ) เปนปริภูมิเรกูลาร
ดังนั้นมีเซตเปด A และ B ใน(X, τ) ที่ A ∩B = ∅, h(x) ∈ A และ V c ⊆ B

จาก A ∩B = ∅ ทำให A ⊆ Bc

โดยสมบัติของโคลสเชอรไดวา clA(τ) ⊆ cl(Bc)(τ) = Bc

เปนผลทำให Bc ⊆ (V c)c = V จึงไดวา clA(τ) ⊆ V

ดังนั้น h(x) ∈ A ⊆ clA(τ) ⊆ V

เนื่องจาก g เปนฟงกชันตอเนื่อง จึงไดวา g−1(A) เปนเซตเปดใน (X,σ)

โดยการนิยามฟงกชัน h ทำให h−1(A) = f−1(A) = g−1(A), ∀x ∈ A

ดังนั้น h−1(A) = f−1(A) เปนเซตเปดใน (X,σ)

โดยสมบัติของโคลสเชอรและจากกำหนด clG(τ) = clG(σ)

สำหรับทุกเซตเปด G ใน (X,σ)

ทำใหไดวา x ∈ h−1(A) ⊆ cl(h−1(A))(τ) = cl(h−1(A))(σ) = cl(f−1(A))(σ).......(A)
ดวยเหตุผล f เปนฟงกชันตอเนื่องจึงไดวา cl(f−1(A))(σ) ⊆ f−1cl(A)(σ).................(B)
และเนื่องจาก τ ⊂ σ ทำให f−1cl(A)(σ) ⊆ f−1cl(A)(τ)..........................................(C)
และจาก clA(τ) ⊆ V ทำใหไดวา f−1(clA(τ)) ⊆ f−1(V ).........................................(D)
จาก (A),(B),(C) และ(D) ทำให h−1(A) ⊆ f−1(V ) และจากการนิยาม h

ทำให h−1(V ) = f−1(V ) เปนผลทำให cl(h−1(A))(τ) ⊆ h−1(V )

ให U = h−1(A) ซึ่งเปนเซตเปดใน (X, τ)

เนื่องจากกำหนดวา (X, τ) เปนปริภูมิโลคัลลี่อินดิสครีต
จึงทำให U ซึ่งเปนเซตเปดแบบเอสเบตาที่ x ∈ U และ h(clU (τ)) ⊆ V

ทำใหไดวา h(U) ⊆ h(clU (τ)) ⊆ V

ดังนั้น h เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตาบน (X, τ)

แต (X, τ) มี SβcFPP จึงมี x ∈ X ซึ่ง h(x) = x

และเนื่องจาก f(x) = h(x), ∀x ∈ X เปนผลให f(x) = x

ดังนั้น (X, τ) มี FPP

บทตั้ง 4.3.1 ให (X, τ), (Y, σ) และ(Z, ν) เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี ถา g ◦ f : (X, τ) → (Z, ν)

เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตาบน X และ g : (Y, σ) → (Z, ν) เปนฟงกชันเปด หนึ่งตอหนึ่ง และ
ทั่วถึง แลว f เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตาบน X

บทพิสูจน ให U เปนเซตเปดใน (Y, σ)

เนื่องจาก g : (Y, σ) → (Z, ν) เปนฟงกชันเปด
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ทำใหไดวา g(U) เปนเซตเปดใน (Z, ν)

เนื่องจาก g ◦ f : (X, τ) → (Z, ν) เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตาบน X

โดยทฤษฎีบท 2.1.9 ขอ (7) ทำใหได
(g ◦ f)−1(g(U)) = (g ◦ f)−1(int(g(U))) ⊆ Sβint(g ◦ f)−1(g(U))

เนื่องจาก g เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง และทั่วถึง
ไดวา (g ◦ f)−1(g(U)) = f−1(g−1(g(U))) = f−1(U)

เปนผลทำให f−1(U) = f−1(intU) ⊆ Sβintf
−1(U)

โดยทฤษฎีบท 2.1.9 ขอ (7) ทำใหไดวา f เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตาบน X

ดวยการใชบทตั้ง 4.3.1 และการพิสูจนจะทำในลักษณะทำนองเดียวกันกับการพิสูจนทฤษฎีบท
4.3.2 ทำใหเราไดบทแทรกตอไปนี้

บทแทรก 4.3.3 ให (X, τ) เปนปริภูมิเรกูลารและโลคัลลี่อินดิสครีต (regular and locally indiscrete
space) ซึ่งมีสมบัติจุดตรึง (FPP ) ถา σ เปนทอพอโลยีสำหรับ X ที่ เขมกวา (stronger) τ และ
clG(τ) = clG(σ) สำหรับทุกเซตเปด G ใน (X,σ) แลว (X,σ) มีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอส
เบตา (SβcFPP )

บทพิสูจน ให f : (X,σ) → (Y, σ) เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา
g : (X,σ) → (Y, τ)

h : (X, τ) → (Y, τ) นิยามโดย h(x) = f(x) = g(x) สำหรับทุก x ∈ X

i : (X, τ) → (Y, σ) เปนฟงกชันเอกลักษณ
จะแสดงวา g เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา
เนื่องจาก τ ⊂ σ และ i เปนฟงกชันเอกลักษณ
ดังนั้นสำหรับแตละเซตเปด O ใน(X, τ) ไดวา i(O) = O เปนเซตเปดใน (X,σ)

ทำใหไดวา i เปนฟงกชันเปด หนึ่งตอหนึ่ง และทั่วถึง
แตเพราะวา f = i ◦ g ซึ่งเปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา
โดยบทตั้ง 4.3.1 ทำใหไดวาg เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตาบน X

ตอไปจะแสดงวา h เปนฟงกชันตอเนื่อง
แสดงโดยการใชเหตุผลเชนเดียวทฤษฎีบท 4.3.2 ทำใหไดวา h(x) ∈ A ⊆ clA(τ)

สำหรับทุกเซตเปด A ใน (X, τ)ที่บรรจุ h(x) และ A ∈ τ

จากกำหนด (X, τ) เปนปริภูมิโลคัลลี่อินดิสครีต ทำใหไดวา A ∈ SβO(X)

เพราะวา g เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา จึงไดวา g−1(A) เปนเซตเปดใน (X,σ)

เนื่องจาก h−1(A) = f−1(A) = g−1(A) ซึ่งเปนเซตเปดใน (X,σ)

และจากกำหนด clG(τ) = clG(σ) สำหรับทุกเซตเปด G ใน (X,σ)

ทำใหไดวา x ∈ h−1(A) ⊆ cl(h−1(A))(τ) = cl(h−1(A))(σ) = cl(f−1(A))(σ)........(*)
ใชเหตุผล f เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตาและ τ ⊂ σ

ไดวา cl(f−1(A))(σ) ⊆ f−1cl(A)(σ) และ f−1cl(A)(σ) ⊆ f−1cl(A)(τ).................(**)
และจาก clA(τ) ⊆ V ทำใหไดวา f−1(clA)(τ) ⊆ f−1(V )........................................(***)
จาก(*),(**)และ(***) ทำให h−1(A) ⊆ f−1(V ) และจากการนิยาม h

ทำให h−1(V ) = f−1(V ) เปนผลทำให cl(h−1(A))(τ) ⊆ h−1(V )
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ทำให h−1(V ) = f−1(V ) เปนผลทำให cl(h−1(A))(τ) ⊆ h−1(V )

ให U = h−1(A) ซึ่งเปนเซตเปดใน(X, τ)

เนื่องจากกำหนดวา (X, τ) เปนปริภูมิโลคัลลี่อินดิสครีต
จึงทำให U ซึ่งเปนเซตเปดแบบเอสเบตาที่ x ∈ U และ h(clU (τ)) ⊆ V

ทำใหไดวา h(U) ⊆ h(clU (τ)) ⊆ V

ดังนั้น h เปนฟงกชันตอเนื่องบน (X, τ)

แต (X, τ) มี FPP จึงมี x ∈ X ซึ่ง x = h(x)

และเนื่องจาก f(x) = h(x), ∀x ∈ X เปนผลให f(x) = x

ดังนั้น (X, τ) มี SβcFPP



บทที่ 5
สรุปผล อภิปรายผล และขอเสนอแนะ

เราไดศึกษาความรูพื้นฐานที่เกี่ยวของกับความตอเนื่องแบบเอสเบตาและนำเสนอคุณลักษณะ
ของสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา ซึ่งในบทนี้จะกลาวถึงหัวขอ วัตถุประสงคของการวิจัย
สรุปผล อภิปรายผล และขอเสนอแนะ ตามลำดับดังนี้

5.1 วัตถุประสงคของการวิจัย

โครงการวิจัยนี้มีวัตถุประสงค 2 ขอคือ
(1) กำหนดนิยามของสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบ เอสเบตา

(2) ศึกษาคุณลักษณะของสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตาและพิสูจนทฤษฎีบทที่นำเสนอ

5.2 สรุปผล

การวิจัยคุณลักษณะของสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา ไดขอสรุปดังนี้
(1) การกำหนดบทนิยามของสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตาซึ่งใหนิยามวา ให (X, τ) เปน

ปริภูมิเชิงทอพอโลยี จะกลาววา ปริภูมิ X มี สมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา (Sβ-
continuous fixed point property) ถาแตละฟงกชัน f : X → X

ที่เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา จะมี x ∈ X ซึ่ง f(x) = x

X มีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา เขียนแทนดวย X มี SβcFPP

(2) การศึกษาคุณลักษณะของสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา พบวา
ให (X, τ) เปนปริภูมิเรกูลารและโลคัลลี่อินดิสครีต (regular and locally indiscrete space)
ซึ่งมีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา (SβcFPP ) ถา σ เปนทอพอโลยีสำหรับ X ที่
เขมกวา (stronger) τ และ clG(τ) = clG(σ) สำหรับทุกเซตเปด G ใน (X,σ) แลว (X,σ) มี
สมบัติจุดตรึง (FPP )

5.3 อภิปรายผล

(1) การนิยามการมีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตาที่กลาววา ปริภูมิเชิงทอพอโลยีX มี
สมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา (Sβ-continuous fixed point property) ถาแตละฟงกชัน
f : X → X ที่เปนฟงกชันตอเนื่องแบบเอสเบตา จะมี x ∈ X ซึ่ง f(x) = x เนื่องดวยผูวิจัยไดศึกษา
แนวคิด จากการนิยามการมีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเดลตา ( δ -continuous fixed point
property) ของ F. Cammaroto and T. Noiri และจากการนิยามการมีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่อง
แบบสตรองลี่ธีตาเซไม (strongly-θ-semi-continuous fixed point property) ของ N. Puturong
ตามลำดับจึงนิยามสอดคลองกับสองแนวคิดดังกลาว

(2) คุณลักษณะของสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา ซึ่งพบวา
(2.1) สำหรับปริภูมิเรกูลารและโลคัลลี่อินดิสครีต (X, τ) ซึ่งมีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบ
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เอสเบตา (SβcFPP ) ถา σ เปนทอพอโลยีสำหรับ X ที่เขมกวา (stronger) τ และ clG(τ) = clG(σ)

สำหรับทุกเซตเปด G ใน (X,σ) แลว (X,σ) มีสมบัติจุดตรึง (FPP )

(2.2) ให (X, τ) เปนปริภูมิเชิงทอพอโลยี และ A ซึ่งเปนเซตเปดหรือไมก็เปนเซตหนาแนนใน X

ถา X มีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา (SβcFPP ) และ A เปนเซตรีแทรกความตอเนื่อง
แบบเอสเบตาแลว A มีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา (SβcFPP )

เนื่องดวยผูวิจัยไดศึกษาบทความเรื่อง สมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเดลตา ( δ -continuous
fixed point property) ของ F. Cammaroto and T. Noiri จึงใชแนวทางดังกลาว โดยแทน (X, τ)

ซึ่งเปนปริภูมิออลโมสเรกูลารดวย (X, τ) เปนปริภูมิเรกูลารและโลคัลลี่อินดิสครีต แทน X มีสมบัติจุด
ตรึงความตอเนื่องแบบเดลตา ดวยขอความ X มีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตาในบทแทรก
4.3.3

5.4 ขอเสนอแนะ

เนื่องดวยสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตา เปนจุดตรึงแบบใหม จึงมีหัวขอหรือปญหา
ปลายเปดสำหรับผูที่สนใจสามารถศึกษาตอในประเด็นตอไปนี้

(1) ศึกษาความสัมพันธระหวางการมีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตากับการมีสมบัติจุด
ตรึงความตอเนื่องแบบอื่นๆ

(2) หาเงื่อนไขจำเปนและเพียงพอสำหรับการมีสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบเอสเบตาของ
ปริภูมิอื่นนอกเหนื่อจากปริภูมิเรกูลารและปริภูมิโลคัลลี่อินดิสครีต

(3) นิยามและศึกษาคุณลักษณะของสมบัติจุดตรึงความตอเนื่องแบบใหมที่ตางจากผูวิจัยทาง
ดานคณิตศาสตรเคยนำเสนอไว
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